VIBRAŢIILE 
STRUCTURILOR MECANICE 


MECHANICAL STRUCTURES VIBRATIONS 


Replay of the mechanic system from the various external excitation 
determined or aleatory depends both on its intrinsic characteristics (inertia, 
elasticity and hysteresis ) and on the characteristics of links with fix medium and/or 
with the vibrations source. 

By using of some dynamic models of study the suitable schematic 
depictions enable a certain mathematical approach and solution of equations which 
characterize the phenomenon of vibrations having possibility to plot the variation 
diagrams of different characteristic functions of vibrations ( the amplification 
factor of the forced vibrations, the transmission factor, the dynamic factor, the 
active and reactive power, etc), these results could be verified on the tests benches 
and on the basis of checks the mathematical model might be validated. Only major 
difficulty to solve of an application remains the introduction the work assumptions, 
which might allow the obtaining a mathematical model having a behaviour as close 
as possible of the real model. 

This work is engaged in the study of discrete linear elastic and continuous 
systems, of free and forced vibrations of these systems without and with damping 
using different assumptions on dumping. 
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CUVÂNT ÎNAINTE 


Studiul dinamic al proceselor cu parametri variabili, în regim determinist 
sau aleator, se constituie ca o necesitate permanentă în abordarea, elucidarea, 
măsurarea şi aprecierea cât mai justă a consecințelor asupra mediului tehnologic, a 
mediului construit şi a mediului natural. Din această cauză analiza şi sinteza 
structurilor mecanice acţionate din exterior de forţe perturbatoare reprezintă un 
capitol fundamental în teoria sistemelor dinamice cu impact direct în activitatea de 
proiectare, evaluare, expertizare şi mentenanţă, atât pentru menţinerea 
performanțelor funcționale şi tehnologice, cât şi pentru protecția omului şi a 
mediului. 

Problematica complexă a vibraţiilor structurilor mecanice a fost analizată 
în modalități variate de diverşi cercetători din țară şi străinătate, fără a fi epuizată 
sub aspect ştiinţific şi tehnic. De aceea, consider că demersul lăudabil al domnului 
conf. univ. dr. ing. Cornel Marin se înscrie ca o contribuție pertinentă şi esențială în 
sistematizarea şi modelarea vibrațiilor structurilor mecanice. 

În acest context, menţionez că autorul a abordat analiza vibraţiilor liniare 
deterministe şi aleatoare folosind modele fizice de interes practic astfel încât la 
finalul fiecărui capitol să poată realiza sinteza rezultatelor sub forma răspunsului 
sistemului la variate acțiuni exterioare. 

Această modalitate de prezentare, a unei analize dinamice bogate în 
reprezentări grafice trasate cu programe automate de calcul, constituie punctul forte 
al conceptului de abordare simultană a modelului fizic cu modelul numeric. Din 
această perspectivă, menţionez că în primul capitol sunt elaborate modelele fizice 
şi au fost obținute răspunsurile dinamice cu parametrii de interes folosind 
reprezentări compuse ale modelului reologic Voigt-Kelvin şi Hooke Maxwell. 

Vibraţiile cu două şi mai multe grade de libertate sunt abordate într-o 
manieră ştiinţifică uşor de transpus în programe informatice specializate astfel încât 
răspunsul structurii mecanice să aibă o reprezentare convenabilă pentru utilizatorul 


final. 


Vibraţiile aleatoare sunt analizate într-un capitol dedicat proceselor 
dinamice tehnologice şi naturate cu reprezentare statistică şi probabilistică a 
parametrilor specifici. 

În ultimul capitol autorul a reuşit, în mod cu totul deosebit, să abordeze 
problema complicată a sintezei teorie-practică din domeniul maşinilor cu acțiune 
vibrantă. Astfel, pot afirma că rezultatele obținute sunt foarte importante pentru 
inginerii din proiectare, cercetare şi managementul producției. 

În final menţionez faptul că pe lângă caracterul ştiinţific şi original al 
cărții, autorul a realizat o lucrare redactată clar şi cursiv, fiind accesibilă cititorilor 
care posedă cunoştinţe de analiză matematică, mecanică şi rezistența materialelor. 
De remarcat, în mod deosebit, atât modul riguros şi sintetic de prezentare a fiecărei 
demonstraţii, cât şi interpretarea fenomenologică şi inginerească pe baza unui 
algoritm coerent. 

Faţă de cele de mai sus, consider că prezenta lucrare se constituie ca o 
contribuție valoroasă în domeniul dinamicii sistemelor mecanice cu impact 


deosebit asupra dezvoltării ştiinţelor inginereşti. 
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Membru al Academiei de Ştiinţe Tehnice din România 
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PREFAȚA 


Dinamica structurilor mecanice elastice este la ora actuală una dintre 
disciplinele de bază din programa de pregătire a inginerului mecanic care 
proiectează, realizează sau exploatează maşini unelte, autovehicule, echipamente, 
utilaje pentru construcţii, roboți industriali sau alte tipuri de sisteme mecanice 
clasice sau mecatronice (micromaşini, microacţionări, microroboţi, etc). 

Prezenţa vibrațiilor în toate structurile mecanice este un fapt binecunoscut 
cu implicaţii foarte serioase în funcționarea lor atunci când se pune problema 
preciziei, duratei de funcţionare şi stabilității impuse prin tema de proiectare. 
Acesta este motivul pentru care răspunsul dinamic şi impactul acestuia asupra 
performanțelor structurii mecanice trebuie să reprezinte un punct important al 
memoriului tehnic de prezentare al oricărui produs. 

Efectul vibrațiilor asupra structurii interne a materialelor este în general un 
fenomen legat de îmbătrânirea şi rezistența la oboseală care se manifestă în final 
prin scăderea capacităţii de rezistenţă în timp chiar pentru excitații având frecvenţe 
mai îndepărtate de rezonanţă. Răspunsul sistemului mecanic la diverse excitaţii 
exterioare deterministe sau aleatoare este funcție atât de caracteristicile intrinseci 
ale lui (inerție, elasticitate şi histerezis) cât şi de caracteristicile legăturilor cu 
mediul fix şi/sau cu sursa de vibrații. 

Folosirea unor modele dinamice de studiu şi a schematizărilor 
corespunzătoare permite o abordare şi rezolvare matematică precisă a ecuaţiilor 
care caracterizează fenomenul vibraţiilor şi posibilitatea trasării diagramelor de 
variație a diferitelor mărimi caracteristice ale vibrațiilor (factorul de amplificare al 
vibrațiilor forțate, factorul de transmitere, factorul dinamic, puterea activă şi 
reactivă, etc.), aceste rezultate cantitative şi calitative putând fi verificate pe 
standurile de încercări, iar pe baza acestor verificări, modelul matematic poate fi 
validat. Singura dificultate majoră în rezolvarea unei aplicaţii rămâne însă 
introducerea corectă a ipotezelor de lucru, ipoteze care să permită obţinerea unui 
model matematic cu o comportare cât mai apropiată de cea a modelului real. 

Prezenta lucrare este dedicată studiului dinamic al sistemelor elastice 
liniare discrete şi continue, a vibraţiilor libere şi forțate ale acestor sisteme cu şi 
fără amortizare, folosind diferite ipoteze asupra amortizării. 

Astfel, în primul capitol sunt prezentate vibraţiile sistemelor elastice liniare 
cu un grad de libertate libere şi forţate, cu şi fără amortizare, rezolvarea reală şi în 
complex a ecuațiilor matematice ale vibrațiilor, impedanța mecanică şi 
transmisibilitatea vibraţiilor, expresiile energetice ale vibraţiilor liniare. 

În al doilea capitol sunt prezentate vibraţiile sistemelor elastice liniare cu 
două grade de libertate libere şi forţate, cu şi fără amortizare, rezolvarea în 
complex a ecuaţiilor matematice, exprimarea matriceală a ecuaţiilor, demonstrarea 
ortogonalității modurilor proprii de vibraţie şi prezentarea coordonatelor principale. 
Problemele rezolvate prezintă rezultatele pulsațiilor proprii şi imaginile grafice ale 
modurilor proprii de vibrație, imagini deosebit de utile în interpretarea şi 
înțelegerea acestor fenomene. 


În cel de al treilea capitol sunt abordate vibraţiile sistemelor discrete cu N 
grade de libertate din punctul de vedere al analizei modale. Vectorii proprii ai 
matricei modale permit generalizarea rezultatelor obținute în capitolul anterior şi 
extinderea lor în studiul vibrațiilor sistemelor liniare nu N grade de libertate. Tot în 
acest capitol sunt prezentate metode exacte şi aproximative folosite pentru 
determinarea pulsațiilor şi modurilor proprii de vibraţie. 

În capitolul al patrulea sunt prezentate bazele matematice ale determinării 
ecuaţiilor vibraţiilor sistemelor continue cele mai simple (de tip fir omogen şi bară 
dreaptă). Sunt tratate vibraţiile longitudinale şi transversale ale firelor, vibraţiile 
longitudinale, de răsucire şi transversale ale barelor de secţiune constantă omogene 
şi cu mase concentrate la capete. Sunt prezentate rezultate numerice ale ecuaţiilor 
transcendente obţinute folosind metode grafice şi numerice de rezolvare. 

În capitolul al cincilea sunt prezentate pe scurt bazele matematice ale 
vibraţiile aleatoare, tipurile de vibrații statistice şi probabilistice, răspunsul 
sistemelor liniare la excitații aleatoare de tip şoc dreptunghiular, triunghiular, 
semisinusoidal, răspunsul sistemelor liniare la acţiuni seismice, răspunsul seismic 
Fourier şi spectral al unui sistem mecanic cu un grad de libertate. 

Ultimul capitol (al şaselea) este dedicat unor aplicaţii clasice din dinamica 
maşinilor vibratoare monomasice cu acţionare cinematică cu diferite tipuri de 
Işegături (suporţi de sprijin) şi diferite tipuri de cuplaje între motorul de acţionare şi 
organul de lucru (masa vibratoare). Sunt prezentate modelele matematice utilizate 
în fiecare caz, soluțiile analitice ale ecuaţiilor diferențiale ale mişcării, 
reprezentarea grafică a acestor soluţii şi concluziile ce rezultă din analiza calitativă 
a acestor diagrame de variaţie. 

Sper ca această lucrare să fie utilă atât studenților de la specializările 
tehnice cât şi inginerilor care lucrează în domeniul proiectării şi exploatării 
structurilor mecanice supuse vibraţiilor deterministe sau aleatoare. 

În final doresc să mulțumesc în mod deosebit d-lui prof. Dr. ing. Polidor 
BRATU , membru corespondent al Academiei de Ştiinţe Tehnice a României şi d- 
lui prof. Dr. ing. Nicolae ENESCU, pentru răbdarea cu care au parcurs manuscrisul 
şi pentru observaţiile d-lor deosebit de utile care au permis apariţia lucrării sub 
această formă. 


Conf. dr. ing. Cornel MARIN 
UNIVERSITATEA VALAHIA TARGOVIŞTE 
Târgovişte, 10 noiembrie 2003 
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INTRODUCERE 


Definiţii 

În cele mai multe din aplicaţiile inginereşti vibraţiile au un efect negativ 
asupra funcționării sistemelor mecanice, de aceea proiectanții trebuie să identifice 
sursele de vibrații şi folosind diferite metode să minimizeze sau elimine efectul 
acestora asupra sistemelor mecanice sau omului care le exploatează. Există însă şi 
aplicații în care vibraţiile au un efect pozitiv, acestea stând la baza funcționării 
sistemelor mecanice respective, cum ar fi în cazul sitelor vibratoare, aparatelor 
percutante de perforat betoane, benzilor transportoare inerțiale, instalaţiilor de 
foraj, etc. 

Un sistem dinamic este un sistem format dintr-o mulţime de elemente 
mecanice a căror stare poate fi precizată în timp cu ajutorul unor funcţii reale de 
timp numite coordonate generalizate sub acţiunea unor factori externi. 

Un sistem dinamic oscilant este acel sistem dinamic în care cel puţin una 
din coordonatele generalizate variază în jurul unei valori de referință. 

Vibraţia este oscilația sistemului dinamic ce implică prezența unor forțe 
elastice, unde parametrii cinematici care determină mişcarea la un moment dat 
(deplasare, viteză, accelerație) variază față de o anumită valoare de referință. 

Vibraţia periodică este mişcarea descrisă de o funcţie periodică în care 
parametrii se repetă identic după un interval minim de timp numit perioadă. În 
acest caz parametrii cinematici (deplasarea Ar, viteza v şi accelerația 4) 
corespunzători unuia sau mai multor puncte ale sistemului pentru două momente de 
timp aflate la o distanţă de o perioadă 7 (sau mai multe perioade), trebuie să fie 
identici. O vibraţie periodică poate fi exprimată cu ajutorul relației matematice: 

x (t) =x (t +T) (1) 

Vibrația armonică este o vibrație periodică exprimată printr-o sinusoidă 
de forma: 

x=Asin@t sau: x= Asinlat+ 9o) (2) 

Aceste funcţii au diagramele de variație prezentate în figurile 1. a şi b 


x = A cos(@t-Q) 


x = Á sin(@t+ọ,) 


x = A sin(@t) 


a. Fig.1 b. 
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Vibraţia armonică poate fi mişcarea unui punct material acționat de o forță 


elastică dezvoltată de un arc având o caracteristică elastică liniară. Punctul material 
scos din poziţia de echilibru cu cantitatea b va avea o mişcare liniar-alternativă în 
jurul poziţiei sale de echilibru Mo (fig. 2) şi se mai numeşte şi oscilator armonic 
liniar. 


(tutti 


A 


Fig. 2 


NA 


Fig. 3 


Cu ajutorul oscilatorului liniar se definesc mărimile caracteristice ale 


unei vibrații armonice (fig. 3) şi anume: 


> 


> 


elongația x este distanța la un moment dat dintre centrul vibrațiilor şi poziția 
deplasată a punctului; 

amplitudinea Á - elongația maximă sau deplasarea maximă atinsă de punct în 
mişcarea armonică; 

perioada mişcării armonice - timpul cel mai scurt după care legea deplasării se 
repetă identic. Punând condiția: 


sinlat + 99 )= sinele +T )+ oo] (3) 

sau (+ Po +0T)= (+ Po)+ 27 (4) 

rezultă perioada: T = a „care se măsoară în secunde (5) 
n) 


frecvenţa este inversul perioadei şi reprezintă numărul de vibrații complete 
efectuate în unitatea de timp (o secundă): 
1 œ ; P J ; = 
J= A = T şi se măsoară în hertzi: 1Hz = 1s! (6) 
T 


> 
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pulsația mişcării sau frecvența circulară reprezintă numărul de vibrații 
sinusoidale efectuate într-un interval de 2m secunde: @ =2m f sau viteza 
unghiulară a vectorului rotativ în reprezentarea fazorială a funcţiei armonice a 
mişcării (fig. 4): x = Asin(or+ o) (7) 


x = Asin(0t + 99) 


Fig. 4 


Legătura dintre pulsaţie şi frecvenţă este: o=21/f. (8) 
Pulsaţia se măsoară în rad /s. 
faza p =@t+ este argumentul funcției trigonometrice care caracterizează 
vibrația armonică şi se măsoară în radiani . 
diferența de fază sau faza inițială pp reprezintă diferența dintre fazele 
mişcărilor vibratorii armonice date de ecuațiile (fig. 1.a): 

X=A Sint, respectiv 

x = A sin(a +99) ©) 
Diferența de fază reprezintă decalajul - la momentul inițial tọ - dintre vibraţiile 
a două mişcări izocrone date de relaţiile (9). 
> forța elastică F, - este forţa dezvoltată în arcul (elementul elastic) care 

produce vibrația armonică (fig. 3): 


F, = kx (10) 
Dându-se legea de mişcare al unui oscilator armonic liniar sub forma: 
x= A cos(a — Qo} (11) 


se definesc parametrii mişcării de vibrație: 
- viteza este prima derivată a deplasării: 


x =-Aosinla — 99) (12) 
- accelerația - a doua derivată a deplasării: 
ž=-40? cos(a + (pp )= —07x. (13) 


Vibraţiile se pot clasifica după mai multe criterii, dintre care : 


1. după numărul gradelor de libertate, vibraţiile pot fi: 

pentru sisteme discrete cu unul sau mai multe grade de libertate, după cum 
configuraţia sistemului la un moment dat poate fi determinată de unul sau mai 
mulţi parametri scalari independenți. În figura 5 sunt prezentate trei exemple 
de sisteme cu un grad de libertate, iar în figura 6 patru sisteme cu două grade 
de libertate. 
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> pentru sisteme continue (cu o infinitate de grade de libertate) 


2. după forțele exterioare (active-perturbatoare sau pasive-rezistente) care 
intervin în mişcările vibratorii : 

> vibrații libere sau proprii - au loc într-un sistem izolat în urma unei perturbații 
exterioare de scurtă durată; vibraţiile proprii depind de forţele elastice interne 
ale sistemului şi structura lui fizică ; 

> vibrații forțate (întreţinute sau excitate) - când intervin forțe exterioare 
periodice active-perturbatoare independente de vibraţiile din sistem; energia 
vibraţiilor este asigurată de aceste forțe; 

> vibrații parametrice — provocate de variaţia periodică din exterior a unui 
parametru cinematic (deplasarea, viteza) sau fizic (masa, constanta elastică) 

> autovibraţiile apar într-un sistem în lipsa unei acţiuni periodice exterioare, 
caracterul vibraţiilor este determinat exclusiv de structura internă a sistemului 
3. după natura energetică sistemului vibrator 

> vibrații neamortizate — pentru sisteme nedisipative sau conservative când 
forţele exterioare pasive-rezistente sunt nule; 

> vibrații amortizate - pentru sisteme disipative când forţele exterioare pasive- 
rezistente nu sunt nule. 
4. în funcţie de ecuațiile e descriu mişcarea: 

>  Vibraţii liniare şi vibrații neliniare 
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CAPITOLUL I 
VIBRAȚIILE SISTEMELOR CU UN 
GRAD DE LIBERTATE 


1.1. Vibraţii libere 


1.1.1 Ecuațiile generale 
Pentru a deduce legea vibraţiilor libere ale unui oscilator armonic liniar se 
consideră punctul material M de masă m legat de mediul fix cu un element elastic 


x(0)= xo; X(0)= vo (1.1.1) 
<A 
A] M, 
ZANA AA E 
Vo 
SA x] 
A = 
A 
Fig.1.1.1 
Se scrie legea fundamentală a dinamicii după axa Ox: 
mš =- F, O mš+kx=0 o EA, (1.1.2) 
m 
naa k a ne fese Die i 
Notând: — = p^ se obţine: *+p“x=0 (1.1.3) 
m 
care este o ecuaţie diferenţială de ordinul II omogenă, având ecuația caracteristică: 
r2+p2=0 (1.1.4) 
cu două rădăcini complexe: 12 = tip (1.1.5) 


Soluţia ecuaţiei diferențiale (1.1.3) are forma: 
x= Ce + Ce (1.1.6) 
Ținând seama de expresia derivatei: 3 = ip ( -Ce ™ + Coe?! ) şi înlocuind 
condiţiile inițiale (1.1.1) se obţine: 
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1 Vo. 
C+C = C=- x97 i 
1% C2 = X0 1 A 0 p | 
-Q+ =i 1 v 
p C, =—|xy+-i 
2 P 


Ținând seama de formula: e™P! = cos pttisinpt şi înlocuind (1.1.7) în 


(1.1.7) 


relația (1.1.6) se obține soluția sub forma: 


x = xo cos pt + È sin pt (1.1.8) 
P 
Dacă se notează: 
2 
tepa = si A= xo,|l+ Hor Jise 0 (1.1.9) 
PXo XoP cos Po 


unde œ reprezintă faza inițială şi A amplitudinea mişcării, 
se obține soluția sub forma: 
x = Acos(pr— 09) (1.1.10) 


Perioada mişcării armonice este: 


7 = 20 onj” (1.1.11) 
p k 


Observaţii: 

a. perioada (sau frecvenţa) vibraţiilor libere nu depinde de condiţiile inițiale nici 
de aplitudinea mişcării ci numai de masa m a corpului şi constanta elastică k a 
resortului, deci toate vibraţiile libere ale unui sistem cu un grad de libertate 
sunt izocrone (au aceeaşi perioadă); 

b. aplitudinea mişcării A şi faza inițială (o depind de condiţiile iniţiale (xo, vo); 

c. nu există disipare de energie, sistemul se numeşte conservativ şi vibraţiile 
libere se produc cu aceeaşi amplitudine un timp nelimitat; acesta este un sistem 
ideal. 

d. perioada şi frecvența mişcării nu depind de starea de tensiune a arcului în 
poziţia de echilibru (fig.1.1.2). Astfel, din ecuaţia de echilibru static se 
determină săgeata statică: 

m 
Fo=mg x = mg S xy = (1.1.12) 
şi legea fundamentală a dinamicii se scrie: 
à mg 
mx =mg-F,; unde: F, =k(x+xX )=k| x+— |=kx+m 
= f s) | k ) SARIS 
= mš=mg-(kx+mg) > mă + kx = 0 


adică s-a obţinut ecuaţia mişcării (1.1.2) pentru arcul netensionat. 
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Sos vi AR Băi SAS 


AAA 


< < 
<S <7 
<> <> 

> 


= 
<S> 
Fe 


| Xst 
Ms 
X G îns i: edi 
Fig.1.1.2 G 


e. vibrații pot apărea nu numai în sisteme în care forţa care produce vibraţiile este 
o forță elastică ci şi sub acţiunea forţelor restauratoare de tipul gravitaționale, 
electromagnetice, electrostatice, magnetice, etc. 


1.1.2. Probleme rezolvate 

a. Pendulul matematic şi pendulul fizic izocron 

Pendulul matematic este un corp punctiform de masă m legat de mediul 
fix în O, cu un fir inextensibil de lungime ln (fig. 1.1.3.a). Pendulul fizic este un 
corp rigid legat de mediul fix printr-o articulaţie cilindrică O, având centrul de 
greutate în punctul C situat sub articulație (fig.1.1.3.b). Parametrul mişcării în 
ambele cazuri este unghiul 8 pe care îl face verticala cu linia care uneşte punctul 
O, cu punctul C. 


Fig.1.1.3 
18 a. b. 


Ecuația diferențială a mişcării pendului matematic se scrie folosind 
teorema momentului cinetic: 


ml? 6 =— mgl, sin (1.1.14) 
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sau: 6+-8 sin0=0 (1.1.15) 
lm 
o 0 o 

Din dezvoltarea în serie a funcției sinus: sin 0 = 0 -— Spr T P a. (1.1.16) 
pentru micile oscilații (0 <4...5° ) se poate aproxima: 

sinĝ0=0 (1.1.17) 

Ecuația (1.1.15) devine : 
6+-50=0 (1.1.18) 


m 
Deci pulsația proprie a micilor oscilații este: 


Pa = |E (1.1.19) 
Ln 
i ; 21 AI 
iar perioada: = — = 2m | (1.1.20) 
P 8 
Ecuația diferenţială a mişcării pendulului fizic se scrie folosind teorema 
momentului cinetic: Joð = —mgd, sinð (1.1.21) 
a d 
sau:  6+ ZEA sin0 =0 (1.1.22) 
Joi 
pentru micile oscilaţii (0 <4...5 ) ecuaţia diferenţială (1.1.22) se scrie: 
5 + 8d p 0 (1.1.23) 
o1 


Deci pulsația micilor oscilații ale pendulului fizic este: 


med, 


pu = (1.1.24) 
j Joi 


Lungimea pendului matematic izocron cu pendulul fizic se obține din 


condiția: PmSPpi © EA = [medi (1.1.25) 
i m Joi 


Se obţine lungimea pendului matematic izocron cu cel fizic în funcție de 
distanța d, , masa m şi momentul de inerție Jc: 


| _JoL_ Je +mdf 
md, md, 


dy (1.1.26) 


Dacă se schimbă centrul de oscilație din punctul O, în punctul P; , aflat pe 
linia O,C la distanța O,P,=1,, (fig. 1.1.3.b) se obţine un pendul izocron cu cel 
inițial, întrucât sunt valabile relațiile: 


r [e mg(lm-dı) _ |__mgdı 
e Jei Je+m(l„ -d4 ŅJc+tmd? (11.27 


> Ppi Pf 
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Folosind această proprietate se poate determina experimental poziția 
centrului de greutate şi momentul de inerție mecanic față de axa ce trece prin 
centrul de greutate Jc cu ajutorul perioadelor micilor oscilaţii ale celor două 
pendule fizice (având centrele de oscilație O, şi O, situate pe aceeaşi linie cu 
centrul de greutate C, figura 1.1.3.b). Sunt valabile relaţiile: 


2 
mgd; mgd; 


Joa _ 
J Jo + md? 

T, =27 |92 = | Em d+d=d (1.1.28) 
med» mgd, 


Relaţiile (1.1.28) formează un sistem de trei ecuații cu trei necunoscute: dy, 
dz şi Ja . Rezolvând acest sistem se obține: 


d? -T2 2 d? -T? a 
d, = 4T ; d, = 4T 
2d- (r? +72) 2d --£_(r2 +77) (1.1.29) 
4n? 47? 


b. Pendulul torsional cu un fir 

În figura 1.1.4 este prezentat un pendul torsional cu un fir de lungime L la 
capătul căruia se află un corp axial simetric având momentul de inerție mecanic 
axial J. Se cere să se determine perioada oscilaţiilor torsionale ale discului. 

Dacă se scoate corpul din poziția de echilibru cu un unghi ọ, în fir ia 
naştere un cuplu de răsucire M, având sensul opus şi proporțional cu unghiul o. 
Ecuația diferențială a mişcării se scrie sub forma teoremei momentului cinetic: 

JP = -—M, (1.1.30) 

Dacă se scrie unghiul g în funcție de cuplul 
de torsiune M, se obţine: 


ML M 
=— = o M, =k, (1.1.31) 
GI ý k, 
unde s-a notat cu k, constanta elastică la 


răsucire a firului | k, = Se) 


Ecuația (1.1.30) devine: 


Jö=-kọ 9 ġ+Žo=0 (1.1.32) 


S-a obținut astfel o ecuație diferențială de 
ordinul II de forma (1.1.3). Deci pusația 
Fig.1.1.4 proprie a vibraţiilor în acest caz se scrie: 
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k GI, 
= |—= 1.1.33 
a 2 ni 


Perioada vibraţiilor este: 


r-o] =ar A (1.1.34) 
p k GI, 


Momentul de inerție J al discului se poate determina experimental dacă se 


GI 
cunoaşte constanta elastică la răsucire a firului (k = T. şi perioada vibrațiilor 


torsionale T. Acesta se determină din (1.1.34) cu ajutorul relaţiei: 


J=? r? (1.1.35) 


c. Pendulul torsional cu trei fire 

În figura 1.1.5.a este prezentat pendulul torsional format din trei fire 
paralele de lungime L, la capătul cărora se prinde un disc având momentul de 
inerție J; prinderea se face în trei puncte echidistante situate pe un cerc de rază R. 
Se cee să se determine perioada oscilaţiilor discului. 

Dacă se scoate discul din poziția de echilibru rotindu-l în jurul axei 
verticale cu unghiul q, din cauza înclinării firelor aceasta urcă cu cantitatea $, iar 
forța de tensiune care revine unui fir se descompune după 2 direcții (fig.1.1.5.b): 
> după direcția firului: 


T= S= (1.1.36) 
3 cos 

> după direcția orizontală: 

H = Cigo (1.1.37) 


Forța de readucere în poziția 
de echilibru este deci 3H şi 
produce un cuplu de 
readucere opus unghiului Ọ 
(fig.1.1.4.c) având mărimea: 
Ma = 3HR (1.1.38) 
Teorema momentului cinetic 
pentru mişcarea discului în 
jurul axei A se scrie: 
JP = —M A (1.1.39) 
unde J — este momentul de 
inerție mecanic al coroanei 
circulare în raport cu axa A. 
Ma - momentul forțelor 
de readucere în raport cu axa 
de rotație A. 
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Pentru unghiuri mici forța orizontală H se mai poate scrie: 


G G RỌ 
H = —- tgð = — — 1.1.40 
PFE (raS 
Ecuația diferențială a mişcării (1.1.39) devine: 
2 2 
mase -p=0 sau GE -p=0 (1.1.41) 


JL 
Pusaţia şi perioada vibraţiilor proprii în acest caz se scrie: 


2 
pă o gedi (1.1.42) 
JL p GR 


Se poate determina experimental momentul de inerție J al discului dacă se 
cunosc: lungimea firului L greutatea (masa) discului şi perioada vibrațiilor 
torsionale T cu ajutorul relației: 

GR? 
J =T? 
4n L 


(1.1.43) 


d. Sistem elastic format din corpuri şi discuri omogene 
Se consideră sistemul elastic cu un grad de 
libertate format dintr-o roată omogenă de 
masă m care este legată de mediul fix prin 
intermediul unei articulații peste care este 
înfăşurat un fir care are la un capăt masa M 
iar celălalt capăt este înfăşurat pe o a doua 
roată omogenă de masă 2m şi legat de 
mediul fix ca în figura 1.1.6; axul celei de-a 
doua roți este legat de mediul fix prin 
intermediul unui arc de rigiditate k. Să se 
determine pulsaţia, vibrațiilor libere ale 
acestui sistem. 
Date numerice: mi=m; m,=m;=2m; 
m=1 kg; k=100 N/mm. 
Pentru scrierea ecuațiilor de mişcare se 
folosesc ecuațiile lui Lagrange: 


d|oL| oL 

Pe a IP ea j) 1.1.44 
(z) ðq ( ) 
EA E RA 408, (1.1.45) 
dt| ðġ dq 


Pentru analiza cinematică a mişcării din 

figura 1.1.7 s-a notat: 

| d e  q,q deplasarea respectiv viteza 
generalizată a corpului de masă m;; 

e q/R,,q/R, rotirea, respectiv viteza 


unghiulară a corpului de masă mz 
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e q/2,4/2R3 deplasarea centrului de masă respectiv viteza 


unghiulară a roții de masă m; . 
Energia cinetică totală a sistemului E. se scrie: 


| EAR A E 
E, = mg? + 222 a|} må] + 353 | d 


¢ 
2 2 2 |R, 2 2 2 |2R 
-2 
q m 3m, 
E. = my +—^+ 1.1.46 
l 2 
Energia potențială a sistemului V este: V = i) (1.1.47) 


Derivatele parțiale se calculează imediat: 


dE, m 3m |. 
a => mı +—— + —— pa 
94 2 8 


(1.1.48) 
d | 9E, m 3m |. oV | 
—| = |=| m += += p; — = —kq 
di | ðġ 2 8 oq 4 
Ecuația Lagrange (1.1.45) se scrie: 
m 3m, \. 1 
m +—+— ğg+-—-kq=0 1.1.49 
| 1 g ) 4 q ( ) 
Pulsația proprie se determină imediat: 
p= i (1.1.50) 


3 
4m; +2m, te 


e. Sistem elastic orizontal cu o roată omogenă 
Se consideră sistemul elastic cu un 
q grad de libertate format dintr-o roată 
m.R omogenă de masă m şi rază R care 
este legată de mediul fix prin 
intermediul unui arc de constantă k ca 
X în figura 1.1.8. Roata se rostogolește 
fără alunecare pe o suprafață 
orizontală Să se determine pulsația, 
TA Z vibrațiilor libere ale acestui sistem şi 
valoarea minimă a coeficientului de 
Fig. 1.1.8 frecare pentru ca vibraţiile să se 
producă fără alunecare (a=10”m) 
Date numerice: m=m; m,=m;=2m; m=lkg; k=100 N/mm, g=10ms? 
Energia cinetică şi potenţială a sistemului se scriu: 


2 
1 2 ImR-(q 3 2 RE 
E. =—mġå? + = =mâ?; V=-—k 1.1.51 
c=3™ t3 lė) Fie, 21 ( ) 
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Înlocuind în relaţia (1.1.45) se obţine: 


E IRI s peA 220 (1.1.52) 
2 3m 

3k 
2m 
Dacă se izolează corpul şi se introduc forţele de 
legătură se poate scrie principiul al II lea al 
dinamicii obținându-se: 


Pulsaţia proprie a sistemului este: p = (1.1.53) 


m, R —— > 


P mă = -kq +T (1.1.54) 
q 
T = mă + kq =(k— mp? )q (1.1.55) 
Forţa de frecare maximă este: 
ka 
Ta = (kmp? a = — 
A N eii max ( mp )a 3 (1.1.56) 
S dă Tras <uN 
Rezultă valoarea minimă a coeficientului de frecare pentru care se produce 
rostogolirea fără alunecare: > SEA. (1.1.57) 
3mg 


f. Vibraţiile libere ale unui corp fixat pe o bară cu suporţi elastici 
Se consideră sistemul elastic format dintr-un corp de masă m fixat pe o 
bară dreaptă de lungime L la distanţa a= aL de capătul ei, de rigiditate la încovoiere 
constantă EI şi masă neglijabilă, situată pe două reazeme elastice de constante 
elastice k (fig. 1.1.7). Să se determine pulsaţia proprie a vibraţiilor corpului. 
m 


kı 


Fig. 1.1.7 Fig. 1.1.8 
Sistemul elastic este echivalent cu cel din figura 1.1.8 a cărui constantă 
echivalentă se calculează cu ajutorul relației: 
ERVA (1.1.58) 
ke 2k k, 
unde k, este constanta elastică la încovoiere a barei şi are expresia: 
1 œ’ (1-a) 15 


1.1.59 
k, 3 EI ( ) 
Pulsaţia proprie a sistemului este: 
k 1 
p=y E = (1.1.60) 


m 1 <002( 160)” L 
m + 
2k 3 EI 
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1.2. Vibraţii libere cu amortizare vâscoasă 


1.2.1. Ecuațiile generale 
Acest tip de vibrații apar în cazul mişcărilor în aer al unui corp cu viteza v 
<] m/s sau în cazul mişcărilor într-un mediu rezistent cu vâzcozitate mică, când 


forţa rezistentă vâscoasă se considera proporțională cu viteza R = —cv, unde c 
este coeficientul de amortizare vâscoasă. 


Modelului mecanic folosit este dat în figura 1.2.1, fiind format dintr-un 
corp de masă m, un arc de constantă elastică k şi un element de amortizare ce 
produce o forță rezistentă proporțională cu viteza şi de sens opus ( R = cx, c este 


coeficientul de amortizare). Ecuația diferențială a mişcării se scrie: 
mă =-kx-c*x «& mš+cx+kx=0 (1.2.1) 
„ek 
sau: X+—X+—x=0. (1.2.2) 
m m 
Dacă se notează: 


c f f SA 
— = 2n — unde n are dimensiunea unei pulsaţii,; (1.2.3) 
m 
k 2 ; ; i te ; 
— = p^ unde p este pulsația proprie a oscilatorului fără amortizare 
m 
atunci ecuația diferențială (1.2.2) se mai scrie sub forma : 
ž+2nž+p’°x=0 (1.2.4) 
Ecuația caracteristică corespunzătoare este: 
r2+2nr+ p? =0 (1.2.5) 


având rădăcinile: 
nz =-ntyn -p° (1.2.6) 


Se doesebesc următoarele cazuri de rădăcini ale ecuației caracteristice: 

a)n , -p < 0 — rădăcini complex - conjugate; 

b)n’ -p > 0-— rădăcini reale şi distincte; 

c)n? -p = 0 — rădăcini reale şi confundate. 

În cazul (c) coeficientul de amortizare c vâscoasă are o valoare limită 
numită coeficient de amortizare critic (Ce): 


eE => c, =24km = 2mp (1.2.7) 


n=p 
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Se defineşte factorul de amortizare ca raportul dintre coeficientul de 
amortizare c şi coeficientul de amortizare critic Ce: 


Sa NE) (1.2.8) 
Cer P 


Cazul a. Rădăcini complexe conjugate 
Acest caz corespunde domeniului subcritic (n < p respectiv c < Ce) şi se 


notează: n’-p°=- p? (1.2.9) 
Rădăcinile ecuației caracteristice (1.2.5) devin: 
ņn2=-ntip, (1.2.10) 
Soluția ecuației diferențiale (1.2.4) este de forma: 
x = e" (C cos pt+C, sin pt) (1.2.11) 


unde C; şi C> sunt constantele de integrare care se determină cu ajutorul condițiilor 
inițiale: 
t=0 = x(0)= xo, x(0)= vo. (1.2.12) 
Derivând în raport cu timpul expresia (1.2.11) se obține: 
+ = ne" (C, cos pyt+ Co sin pyt)+ pye (CC, sin pt +C, cos pt) (1.2.13) 
Introducând (1.2.12) în (1.2.11) şi (1.2.13) rezultă: 


+ 
Ci = xo; CURU: (1.2.14) 
Pi 
Deci soluția ecuaţiei diferențiale (1.2.4) are forma: 
+ 
pe socos pr te E n pu (1.2.15) 
Pi 
Soluția (1.2.15) se mai scrie sub forma: 
x = Ae ™ cos(pit— 09) (1.2.16) 


unde A este amplitudinea iar pp, faza inițială a mişcării oscilatorului, care 
obţin prin identificarea celor două relații (1.2.15) şi (1.2.16): 

vo +nx 
fa cos pit + 2—2 
P 


sin m). A(cos pıt: cos Po + sin put - sin Qo) 
1 


2 

+ + 

=> A=,|xĝ + A sud NI tep = 0 7%0 (1.2.17) 
Pi PiXo 


Derivând expresia (1.2.16) se obţine viteza oscilatorului: 

i = —4e" În cos(pit — 00 )+ pu sin(pit -90 )] 

sau : (1.2.18) 
+= =B e" sin(pit- 09 +8) 


unde B este amplitudinea iar 0 diferenţa de fază dintre viteză şi deplasare, care 
obţin prin identificarea celor două relații: 
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Aln cos(pit — Qo )+ pı sin(pit -Po )]= 


= Blsin(put -Po )cos8+cos(put — Po )sin O] (1.2.19) 
> B= An +p2; 190 = 
Pi 


Legea de variație a deplasării şi vitezei se scriu sub forma: 


“cos(pit = 00) 


+= —A4e |n? + p? sin(put— 09 +0) (1.2.20) 
Acestea exprimă o mişcare vibratorie amortizată, cu un defazaj între viteză 
şi deplasare de (n/2+0). 
Amplitudinea mişcării (deplasare şi viteză) scade în timp după o lege 
exponențială, deci se obține o mişcare modulată în amplitudine. Mărimea p; se 
numeşte pseudopulsaţie şi se exprimă în funcţie de factorul de amortizare ( astfel : 


x= Ae” 


(1.2.21) 


Se observă că pseudopulsația este mai mică decât pulsația proprie p 
corespunzătoare vibrațiilor libere neamortizate. Pseudoperioada T, a mişcării 
amortizate este: 

_2m_ 2m 
! Pi y p? -n? í 

Pseudoperioada T,; se poate exprima în funcție de perioada vibrațiilor 
proprii T, şi factorul de amortizare G cu ajutorul relației: 
2r. ām 2m 1 _ T, 

Pi |p? -n? p de h-e? 

Pentru următorele valori particulare al parametrilor: 

m=lkg; c=14Ns/m; k=625N/m; xọ=10mm, v =20mm/ s 
> p=24; n=7; B=25; A=10,628mm; o = 0,345 rad 


a (1.2.22) 


Tu = (1.2.23) 


n 


legile deplasării şi vitezei: x = A4e™ cos(pit- ọọ),  X=—Be " cos(pit— 09 +80) 
se scriu sub forma analitică astfel: 
x = 10,628 exp(—7t)cos(25t — 0,375) mm 
i = —275,92 exp(—7t )sin(25t — 0,375 + 0,514) mm/s 
Folosind programul MATHCAD deplasarea şi viteza s-au reprezentat în 
figurile 1.2.2 şi 1.2.3. Valorile maxime ale deplasării (elongația maximă) A, se 


(1.2.24) 


obțin din condiția de anulare a vitezei x = 0 de unde rezultă timpii corespunzători: 


A = (eu -0+ kn) (1.2.24) 
1 


(000) 
> A AeL cos(kn-90) 
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10.628 -exp (- 7-t) cos (25 -t—0.345 ) 


10.628 exp(-7t) 
— 10.628 exp(-7t) 


Fig.1.2.2. Legea de 


variaţie a deplsării 


200 
200 
X 
100 A 
p x(t) 
— 275.92 -exp (— 7-t) sin (25 +t- 0.19 ) Šia Ga 
-275.92 -exp (-7t) 0 = 
275.92 -exp (- 7t) i garg? 
— 100 
Fig.1.2.3. Legea de 
variaţie a vitezei _ 200—200 i 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 
0.8 


t 


Pentru a studia modul de amortizare a mişcării, se calculează raportul a 
două elongații maxime situate la un interval de timp de o pseudoperioadă: 


21n 


=" (Q09—0+kr0) 
cos(kn-0) =e Pi (1.2.25) 


A e Ae ” 
=" (po-0+kn+27) 
1 


Afk+2) 
Ae -cos(kn+ 27-90) 
Relația (1.2.25) indică faptul că elongațiile maxime măsurate la un interval 
de timp egal cu o pseudoperioadă scad în progresie geometrică (raportul este 
independent de timp). Pentru a caracteriza această progresie se defineşte 


decrementul logaritmic ca logaritm natural al acestui raport: 
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21n 


A ati 
Œ) me = 2mn _  2mn 


= = 21 6 
Ana) Pi Jp? -n? E 
Folosind programul MATHCAD şi relația (1.2.26) s-a reprezentat în figura 


5= In (1.2.26) 


T 
1.2.4 şi 1.2.5 variația decrementului logaritmic şi variația raportului — în funcție 
p 


de factorul de amortizare & conform relației (1.2.23). 


50 
50 


40 


30 
2 -3.1426 x 


(1-x?) 


1 
m 


20 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
0 x 1 
Fig.1.2.4. Variația decrementului logaritmic cu factorul de amortizare ( (6 =x) 


10 
10 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
0 x 1 


. ad: Ta f 
Fig.1.2.5. Variația raportului ? y Cu factorul de amortizare ( (6 = x) 
P 
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Cazul b. Rădăcini reale şi distincte (n? — p° >0) 


Acest caz corespunde domeniului supracritic (n > p respectiv c > cu). 
Rădăcinile ecuaţiei caracteristice (1.55) sunt reale şi au valorile: 


ri2 = —n Fin? -p° =—n FA (1.2.27) 
Soluţia ecuaţiei diferențiale (1.2.4) pentru acest caz se scrie: 
x(t) = Ce] + Caen = eo (B, snt + B, chàt) (1.2.28) 
Derivata lui x(t) se scrie: 
x(1)=e"(onB, shàt—-nB, chit + BÀ ch + BA shàt) (1.2.29) 
Constantele de integrare B; şi B) se determină din condiţiile inițiale: 
t=0 = x(0)=x, 440)= v. (1.2.30) 


Vo + NXg 


Înlocuind rezultă: B, = > B=xX9 (1.2.31) 


Deci soluția este o funcție aperiodică, hiprebolică tinzând asimptotic către 
bi = Vo + NX 
poziția de repaus: x= e n erau + soens] (1.2.32) 


Dacă se consideră patru condiții inițiale caracterizate de următoarele 
valorile numericefolosind programul MATHCAD şi relația (1.2.32) s-au obținut 
cele 4 grafice din figura 1.2.6. 

1. p=16; &=20; A=12; xp =10; v= 400 

2. p=16; &a=20; A4=12; x9 =10; v =0 

3. p=16; &a=20; A=12; xp =10; və =-800 

4. p=16; &=20; A=12; xy =—10; vo =-—400 


20 
20 x(t); xo =10; vo = 400 
x(t); xo =10; vo =0 
10 
exp(=20-t) (50sinh(12t)+10-cosh(121)) 
exp(—206) (16.666sinh(12t)+10cosh(120)) 
exp(_20%) (-50'sinh(12+10cosh(129) ° mee . 
exp(—206) (— 50-sinh(124)—10-cosh(124)) pre căi 
E 
-10 ai x(1); x = 10; vg|= —800 
' LA 
N A 
în x(t); xp =|-10;vg = —400 
-20- 
20 9 0.1 02 03 0.4 
0 t 0.5 


Fig.1.2.6. Variația deplasării pentru cele patru conditii inițiale 
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Cazul c. Rădăcini reale confundate (n? - p? =0, n=p, c=cu.) 

Acest caz corespunde amortizării critice şi rădăcinile ecuaţiei caracteristice 
(1.2.5) sunt reale şi egale: n = r, =-—n 

Soluţia ecuaţiei diferenţiale pentru acest caz este: 


x=e™(Ct+C,) (1.2.33) 
Pentru limita t —> œ aplicând regula l’ Hospital se obține: 
T Oa E E (1.2.34) 
t500 e” t-30 ne% 


adică mişcarea este aperiodică tinzând asimptotic la zero ca şi în cazul precedent. 


Derivata acestei soluții se scrie: x =e ™ (-nCt-nC, +C) (1.2.35) 

Constantele de integrare C; şi C) se determină din condiţiile inițiale: 
t=0 = x(0)=xo, *(0)= v. (1.2.36) 

rezultă: C} =vo +nxo i C3 =Xọ (1.2.37) 
x = e" [xo + (vo + nxo X] (1.2.38) 


Spre exemplificare se consideră următoarele valori: œ=0.1; xọ=1 şi trei 
cazuri pentru condiţiile inițiale: a) v=2; b) vo=0 şi c) vp=-2. Înlocuind în (1.2.38) 
şi folosind programul MATHCAD s-au obținut graficele din fig. 1.2.7. 


712, 


a. Legea de variaţie a deplasării (72) 
pentru condiţiile iniţiale x9=1, vo=2 


exp(—0.1:x)-(1+2.01.x) 5 


-3 
9.171x10 °, ọ 
0 


o 
x 
= 
2 
S 
fa 
lu 


b. Legea de variaţie a deplasării (72%)  exp(—0.1x) (1+0.1 x) 0.5 
pentru condiţiile iniţiale xo=1, vo=0 


.4.994x10 4, 0 a 
0 50 100 
d E 0 x 100 
0 a E ii 
c. Legea de variaţie a deplasării (t=x) 
exp(—0.1 x) (1-1.9 x) pentru condiţiile iniţiale x9=1, vo=-2 
=5 
6.63110 
0 50 100 Fig. 1.2.7 


© 
x 

=> 
e 
© 
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1.2.2. Aplicaţie 

Se consideră sistemul format din două corpuri de mase m, şi m; (fig. 1.2.8) 

legate între ele printr-un arc având constanta elastică k şi un amortizor hidraulic 

având coeficientul de amortizare c. Se cere să se determine legea mişcării relative 

dintre cele două corpuri ştiind că rezistența vâscoasă este proporțională cu viteza 

relativă: R =-—c(ž, — xı ) şi condiţiile iniţiale sunt: xo — Xp =0 (viteza relativă a 
celor două corpuri este nulă) şi x> - x; = xo. 

X1 X2 


Fig. 1.2.8 


Dacă se notează cu x; şi x» deplasările absolute ale celor două corpuri, 
măsurate dintr-o poziție când arcul este nedeformat, deplasarea relativă a celor 
două corpuri x = x>— x; (X =x, —X,) este egală cu deformația arcului. Ecuațiile 
diferenţiale ale mişcării corpurilor sunt (fig. 1.2.10): 


XI măi +cx+kx=0, 
. i (1.2.39) 
mă —cX—kx=0. 


Fe=k(x2-x;) 


mı Inmulțind prima ecuație cu m; şi a 


doua cu m,, prin scădere se obține: 


— R=- i) 


X2 


mm% + (m, +m, \cx+ (m +m, kx= 0 


M 4 eitkx=0. (1.2.40) 


Fe=k(x2-x1) m, +m, 


m 
R= el =š) — Dacă se notează: m = 2 
m +m, 
se obține ecuația diferențială (1.2.1) a 
Fig. 1.2.9 mişcării relative: 
mă + că + kx=0. (1.2.41) 


a sucit ; pă = vo +nXo . 
Inlocuind în expresia soluției (1.2.35) x=e rfs cos p, t+- sin pr) 


Pi 
condiția inițială vọ = 0 se obţine: 


vsnet oosprs sinp (1.2.42) 
Pi 


2 
Notând: 4=x0|1+| Z|, me=-, (1.2.43) 
Pi Pı 
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x = A e" cos(p,t—0) (1.2.44) 
Pseudopulsaţia a mişcării relative este: 


pi=yp -n° =p -4 (1.2.45) 
unde: p-f = perenă (1.2.46) 
m mm, 


Ca, =24km=2 pea (1.2.47) 


Pentru exemplificare se consideră următoarele valori numerice ale 
parametrilor: 

xo=10; vo=0; c=1,6; m;ı=1; m,=0,25; k=2000. 

Înlocuind se obține: 


=02; n= =4; c, =24km=40; p= o =100; p; = 99,92 
m 


m +m, 2m 


_ mm 


Legea de mişcare se scrie: 
x =10,008 e“ cos(99,92t — 0,04) (1.2.48) 


Folosind programul MATHCAD se obține graficul deplasării relative din 
figura 1.2.10. 


10.008 -exp(— 4t) cos(99.92 t-0.04) 


Fig. 1.2.10 
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1.3. Vibraţii libere cu amortizare uscată 

Acest tip de vibrații apar în cazul mişcărilor unui corp pe o suprafață 
uscată când forţa rezistentă de frecare uscată este constantă şi are sens opus vitezei 
R=-T-sienă, unde T = umg este forţa de fecare uscată maximă, iar signx =+l 
după cum viteza este pozitivă sau negativă (fig. 1.3.1). Condiţiile la momentul 
inițial sunt: x(0)=xọ, X(0)=0. 


Fig.1.3.1 


Pentru prima fază a mişcării corpul se deplasează spre poziţia de echilibru 
şi cuația diferenţială a mişcării se scrie: 


mă = —kx + umg > eee ata (1.3.1) 
m 


k . . 
Se notează: = = p?, unde p este pulsația proprie. (1.3.2) 
m 


Soluția ecuației diferențiale (1.3.2) este formată din suma dintre soluția 


ecuației diferențiale omogene şi o soluție particulară: 
A umg 
x= Acos pt + B sin pt + —— 

E R (1.3.3) 


X = —Ap sin pt + Bpcos pt 
i RE ue Ti X E ee ae ua 
> Pentru prima semiperioadă re 02] „ introducând condițiile inițiale 
P 


1=03 x=» 4=0 (1.3.4) 


k k 


se obține: (1.3.5) 


0=Bpcospt => B=0 


v zi m, 
Dacă se notează a= iai 


z . T 
soluția pentru subintervalul re o z) este: 
P 


li piele (1.3.6) 


x= -p(x — a)sin pt 
După prima semiperioadă deplasarea şi viteza rezultă din (1.3.6) înlocuind : 


t= > x=—x9+2a; î=0 (1.3.7) 
p 
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Soluţia pentru următorul subinterval există dacă forța elastică este mai mare 
decât forța de frecare: 


k(xo —2a)> umg © Xp >3a (1.3.8) 
> Pentru a doua semiperioadă: re Ha (1.3.9) 
se schimbă numai sensul forței de a T şi ecuația diferențială se scrie: 
mš =kx-umg  Ș š+Žx=-yg (1.3.10) 


soluția ecuației diferențiale este de forma: 
. umg 
x = AY cos pt + B* sin pt —- ——— 
á peer ap (1.3.11) 
X = —A* p sin pt + B* pcos pt 
Înlocuind în condițiile inițiale (1.3.9): x =—xọ +2a; x=0, se obține: 


-xo +2a =-A*- HE > A* = x} -3a 
k 


(1.3.12) 
0=-B* p> B*=0 
Soluția pentru subintervalul : re E A se scrie: 
Pp P 
X = (xo — 3a )cos pt- a 
l (40 —3a) 3 (1.3.13) 
3 = — play — 3a sin pt 


După a doua semiperioadă deplasarea şi viteza rezultă din (1.3.13) înlocuind : 


T ; 
t=— > x=xX-4a; x=0 (1.3.14) 
P 
Existența soluției rezultă din condiția ca la momentul t =2r7/ p forța elastică 


să fie mai mare decât forța maximă de frecare: 


bley — 4a)> umg S ap da > E >x>5a (1.3.15) 


Pentru celelalte semiperioade modul de rezolvare este similar dar condițiile 
inițale sunt altele (amplitudinea scade cu fiecare semiperioadă cu 2a). 


Pentru semiperioada re kar E „keN (1.3.16) 
P P 


tinând seama de relațiile (1.3.7) şi (1.3.13), soluția generală se scrie: 
x = (xo —2ka +a)cos pt-(-1)*a (1.3.17) 
ž=-p(xo — 2ka + a)sin pt 
Existența soluției rezultă din condiția ca la momentul t=kn/ p forța 
elastică să fie mai mare decât forța de frecare maximă: 


k(xọ-2ka)> umg © xo —2ka > E = xo >(2k+1)a (1.3.18) 
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g : a i sina ae T ; 
Dacă se consideră schimbarea de variabilă: t=(k-—-1)— , ke R soluția 
P 


(1.3.17) se scrie analitic sub forma: 
x= (xo = 2im k Ja + a)cos(k-1 jm- (-1)fa (1.3.19) 
x= -=p(xo —2int(k )a+a)sin(k —1)r 


Pentru a reprezenta sub formă grafică soluția analitică obținută (1.3.19) se 
consideră următoarele valori numerice ale parametrilor: 

m = 0,lkg; k =1000N /m; u=0,; g =10m/ S’; Xo =10mm (1.3.20) 

p=100; a=1mm 

Soluția analitică (1.3.19) pentru aceste valori se scrie: 


x=(11-2-ceil(k-1))cos(k-1)n-(-1) (mm) 1321 
+= 0.1 (11-2-ceil(k—1 ))sin(k—1)n (m/s) o 
unde s-a folosit funcția Mathcad: ceil( k )=[k]+1 (1.3.22) 


Reprezentările grafice ale funcțiilor deplasare şi viteză pentru acest caz 
particular sunt date în figura 1.3.2. Mişcarea se opreşte atunci când forța elastică 
este mai mică decât forța de frecare: 


FI <umg < k( xy —2ka )< umg =>] (1.3.23) 
a 


Pentru exemplul considerat numărul de semiperioade după care mişcarea 
încetează este dat de condiția: 


k( xo — 2ka ) < umg = og 2-1]>4=5 (1.3.24) 
a 


Acest lucru se observă şi din diagramele mişcării din figura 1.3.2. 


(11-2ceil(k-1))cos[(k-1) 3.14]-(- DD 


—0.1(11-2ceil( k-1))sin[(k-1):3.14] 


— 10-10 


1 k 5 


Fig. 1.3.2. Reprezentarea deplasării şi vitezei in cazul vibraţiilor cu amortizare uscată 
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1.4. Vibraţii forţate fără amortizare sub 


acțiunea unei forţe armonice 
Se consideră cazul particular al vibrațiilor forțate fără amortizare sub 
acțiunea unei forțe perturbatoare armonice: F, = Fg cos t. Modelul matematic este 
un sistem mecanic format dintr-un element elastic de constantă k şi un corp de 
masă m acţionat de forța perturbatoare F, (fig. 1.4.1). Condiţiile la momentul 
iniţial sunt: x(0)=x9,  x(0)=w0 (1.4.1) 


Fig.1.4.1 


Ecuația fundamentală a dinamicii se scrie: 


mă = —kx + Fo cos Qt (1.4.2) 
p a k 2 Fo 
Dacă se fac notațiile: — = p^, —= q (1.4.3) 
m 


relația (1.4.2)se mai poate pune sub forma: 
ï+ p’°x=qcos ot (1.4.4) 
Ecuația diferențială (1.4.4) este liniară, neomogenă, cu coeficienți 
constanți. Soluția generală se compune din soluția ecuației omogene 
corespunzătoare la care se adaugă o soluție particulară x, a ecuației neomogene: 
x= Acos pt + Bsin pt + x, (1.4.5) 


unde soluţia particulară a ecuaţiei diferențiale neomogene este de forma: 


Xp = C cos Ot (1.4.6) 


Constanta C se determină prin metoda indentificării (în ipoteza că œ + p ). 
Dacă se derivează (1.4.6) de două ori şi se introduce în (1.4.4) se obține: 


— Co? cos Ot + p°Ccos ot = qcos Qt (1.4.7) 
de unde rezultă: 
cho +p2)=q => Gon (1.4.8) 
p -o 
Constantele de integrare A şi B se determină introducând condițiile inițiale 
(1.4.1) în expresiile soluţiei şi a derivatei corespunzătoare: 


x= Acos pt+ Bsin pt+ 3 


p -o 


cos Œt 


(1.4.9) 


: (Q) l 
x = — Ap sin pt + Bp cos pt -— sin ot 
p -o 
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Înlocuind rezultă: 


z q Se: 
e a 0 p2 02 
(1.4.10) 
v =Bp > B= Yo 
P 
Deci legea de mişcare (1.4.5) se scrie: 
X = Xo cos pt + 0-sin pt = — cos pt + — cost (1.4.11) 
P p -o p -o 


Expresia legii de mişcare arată o vibrație nearmonică deoarece se suprapun 
două mişcări armonice de pulsații diferite: o vibrație proprie de pulsație p (primii 
trei termeni din relația 1.4.11) şi o vibrație forțată a cărei pulsație este egală cu cea 
a forței perturbatoare æ (ultimul termen din relația 1.4.11). În expresiile vibrațiilor 
de pulsație p sunt incluse atât condițiile inițiale (xọ şi vo) cât şi amplitudinea 
respectiv pulsația forței perturbatoare (q=Fọm, œ). Ultimul termen corespunzător 
vibrației de pulsație œ este independent de condițiile inițiale. 

În cazul particular xp=0 şi vo=0 relația (1.119) devine: 


x=-— cos pt + aL osot (1.4.12) 
po po 
Amplitudinea vibraţiei forțate conform legii de mişcare (1.4.11) este: 
Fo Fo 1 Fo m 
goni a ae geo O san pe E 
p2-02 p -0 3 ok ok 
B e (1.4.13) 
Fo 1 


-K . ar 2 dă 
Se notează cu Ea = Ay deformația statică a sistemului elastic sub acțiunea 


unei forțe având valoarea amplitudinii a forței perturbatoare Fo. 


Se defineşte factorul de amplificare & astfel: 


A 1 0 
E ad PIE unde : n = — (1.4.14) 
X st | -n P 

Reprezentarea grafică a acestei funcții de m reprezintă curba de rezonanță 
sau curbă răspuns în frecvenţe a sistemului şi este reprezentată în fig 1.4.2. 
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10 
10 


&m) 


0 1 2 3 4 
0 x 4 
Fig. 1.4.2. Variația factorului de amplificare & cu pulsaţia relativă n(x=n) 


1.4.1. Fenomenul de rezonanţă 

Se observă că pentru & = p are loc fenomenul de rezonanţă care produce 
amplitudini infinite ale vibrațiilor. Practic însă amplitudinile nu ating valori 
infinite, ci se produc deformaţii foarte mari care pot duce la deteriorarea pieselor 
aflate în rezonanţă. Dacă în expresia (1.4.12) se trece la limită (O — p) apare o 


; 0 . ; SI ; 
nedeterminare de forma T Pentru a rdica nedeterminarea aplicăm regula lui 


P Hospital, astfel: 


XR = lim Gra im are isn (1.4.17) 
P 


>p p’ = o? 20 

Se obţine astfel o amplitudine modulată de o funcţie liniară de timp . 

În cazul rezonanței mişcarea armonică modulată în amplitudine este 
defazată în urma forței perturbatoare cu n/2 (în cuadratura cu aceasta). Intr- 


adevăr expresia (1.4.17) se mai scrie: 


qt . qt T 

XR = — sin pt = —cos| pt—— 1.4.18 

R 2p P 2p P J ( ) 

În fig. 1.4.3 s-a reprezentat cu ajutorul programului Mathcad functia 

xR=J(t J= sin pt pentru valorile particulare ale parametrilor p=20 şi 
P 


q=800. 
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10 
100 


xg(t) 


20xsin(20x) 


— 50 


— 100-100 


0 x 4 


Fig. 1.4.3. Variația amplitudinii în timp pentru rezonanță (x=t) 


1.4.2. Fenomenul bătăilor 

Acest fenomen apare în cazul vibrațiilor forțate neamortizate sau 
amortizare mică astfel încât se poate neglija, numai atunci când pulsația forței 
perturbatoare este foarte apropiată de pulsația proprie, în apropierea punctului de 
rezonanță. 

Se notează @-p=2e (e <<). Dacă în relația (1.4.12) se aproximează 


p/o=l si p+0=20 se obţine: 


— + 
x= (cos or cos pt)= 74 > sin z Pi lsin r Pi (1.4.19) 
p° -0 p“ -0 2 2 
>x= é -sin er} sin Ot (1.4.20) 
We 


Se obţine astfel o vibraţie de pulsație œ modulată în amplitudine cu funcția 
armonică de pulsaţie: 


Alt)= L sinet (1.4.22) 
we 


Fenomenul bătăilor reprezintă o variație periodică a amplitudinii vibrației 
atunci când frecvența forței perturbatoare are valori în jurul frecvenței de 
rezonanță: @= p+2€. 
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În figura 1.4.4 s-a reprezentat cu ajutorul programului Mathcad funcția 


x(t)= (és er} sint pentru valorile q=100 , € =0.5 şi @=10. 
Ge 


10 


10 x(t) 


w 


— 10-sin(0.5 x) 'sin( 10x) 


=10-10 


0 x 15 
Fig. 1.4.4. Variația amplitudinii vibraţiilor în timpul fenomenlui de bătăti (t=x) 


1.4.3. Fenomenul de anterezonanță 

Acest fenomen apare în cazul vibraţiilor forțate neamortizate când o << p 
adică înainte de fenomenul de rezonanţă. 

În cazul particular x0=0 şi vọ=0 relaţia (1.120) se scrie: 


— + 
== Ta (cos pt -cos ot)=- a > sin P o, sin ES, (1.4.23) 
p'-0 p'-0 2 2 


pP+oO 


S-a obținut astfel o mişcare de pulsaţie modulată în amplitudine de 


o funcţie armonică de pulsație mai mică (p — 0)/ 2. 

Pentru următoarele valori q=112, p=15, œ@=1 se obţine cu ajutorul 
programului MATHCAD graficul din figura 1.4.5. Pentru următoarele valori ale 
parametrilor corespunzători condiţiilor inițiale: 


—. yi (1.4.24) 
p -o 
relația (1.4.11) devine ecuația vibrațiilor staționare: 
x=— — cosot (1.4.25) 
p -o 


Se observă în acest caz că mişcarea este în fază cu forța perturbatoare 
F = mq: cos Ot (1.4.26) 
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În figura 1.4.5 s-a reprezentat cu ajutorul programului Mathcad funcția 
(1.4.23) pentru valorile particulare q=112 , p =15 şi œ@=1 


l x(t) 


—sin(7-x) -sin(8-x) o 5 f A 0 


0 x 0 


Fig. 1.4.5. Variația amplitudinii la anterezonanță (t=x). 


1.4.4. Fenomenul de postrezonanţă 

Acest fenomen apare când o >> p în cazul vibraţiilor forţate neamortizate 
adică înainte de fenomenul de rezonanță. 

În cazul particular xp=0 şi vọ=0 relaţia (1.4.12) se scrie: 


x=-—— (cosot = cos pt)=- ai s SP hu 2%) (1.4.27) 


02 = p o- p? 


S-a obţinut astfel o mişcare de pulsație (p + 0)/2 modulată în amplitudine 
de o funcţie armonică de pulsaţie (w-p)/2. Pentru următoarele valori ale 
parametrilor corespunzători condițiilor inițiale: 


n. (1.4.28) 
p -o 
relația (1.4.11) devine ecuația vibrațiilor staționare: 
== — cosot=—— cos(at-n) (1.4.29) 
o -p @ -p 


Se observă în acest caz că mişcarea este în opoziție de fază cu forța 
perturbatoare: 
F = mq- cos ùt (1.4.30) 
În figura 1.4.6 s-a reprezentat cu ajutorul programului MATHCAD functia 
(1.4.23) pentru valorile particulare q=1200 , p =2 şi w=22 
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1 


! x(t) 


0.5 | 


— sin(7-x) -sin(8-x) - 


-0.57 


0 x 


Fig. 1.4.6. Variația amplitudinii la postrezonanță (t=x). 
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1.5. Vibraţii forţate cu amortizare vâscoasă sub 


acţiunea unei forţe armonice 

Se consideră cazul vibrațiilor forțate amortizate produse de o forță 
perturbatoare armonică: F, = Fy cos ot. Modelul matematic este prezentat în 
figura 1.5.1, şi este format dintr-un corp de masă m acţionat de o forță 
perturbatoare armonică F, = Fọ cos O, un element elastic de constantă k, un 
element de amortizare vâscoasă ce produce o forța rezistentă proporţională cu 
viteza R = —cV, (c este coeficientul de amortizare vâscoasă). 

Condiţiile la momentul inițial sunt: 

1=0 = x(0)=xp,  ž0)=v (1.5.1) 


= Fp cos ot 
Ecuația fundamentală a dinamicii se scrie: 

mă = —kx — cx + F cos ot (1.5.2) 

w s k 2 C Fo 
Dacă se fac notațiile: =p, —=2n, =q (1.5.3) 

m m m 

ecuația diferențială (1.5.2) se mai poate pune sub forma: 

ž+2nž + p°x=qcos ot (1.5.4) 


Ecuația diferențială (1.5.4) este liniară, neomogenă, cu coeficienți constantți. 
a. Soluția ecuaţiei omogene Xom corespunzătoare pentru domeniul subcritic (c < Ce) 
este o vibrație amortizată pseudoperiodică de forma: 
Xon =€ ™ (Acos pt +Bsin pit); p =xNp?—n? (1.5.5) 
b. Soluția ecuaţiei omogene Xom corespunzătoare domeniului supracritic (c > Ce) 
este o mişcare aperiodică de forma: 


Xom =€" ( Asht + BchM),  d=n2—p? (1.5.6) 


În primul caz soluția generală se compune din soluția ecuației omogene 
corespunzătoare la care se adaugă o soluție particulară x, a ecuației neomogene: 


x=e ™ (AcosBr + BsinBr)+ x, (1.5.7) 
Soluţia particulară a ecuației diferenţiale neomogene este de forma: 
X, = DsinQt + Ecosot (1.5.8) 


Constantele D şi E se determină prin metoda indentificării. Se derivează de 
două ori soluţia particulară (1.5.8) şi se obţine: 
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Xa = O(D cost — E sinat) 
2 (1.5.9) 
Xp =-0 (D sinoat + Ecosat) 


care introduse în (1.5.4) conduce la: 


-œ (D sinat + E cosat)+ 2no(D cosot — E sinat )+ (1.5.10) 


+ p’ (Dsinot+ Ecos0t)= q cos ot 
Prin identificarea celor doi membrii ai relației (1.5.10) rezultă: 
Dlo? -0?)-2En0=0 
a Elp? —02)=q 
de unde se obțin constantele D şi E: 


(1.5.11) 


p o? (1.5.12) 


Soluția particulară este independentă de condițiile inițiale şi are expresia: 


2n0 2 0? 
x, = rag sin ot + cosœt (1.5.13) 
(p? -02 + 4n?02 (p? -02 Ý + 4n202 
care mai poate fi scrisă sub forma: Xp = C cos(or — 8) (1.5.14) 
C=ND?+E2 = d 
BREE 2.2 
unde: Vb -0?} +40 (1.5.15) 
LA 2n0 
E p? 02 


Expresia soluției generale (1.5.7) şi a derivatei ei se scrie: 
PR 2 
pm Re E „n. II 
(Po t (P) Hn 
+=e(-n4cospyt —nBsinpyt — Ap sinpt+Bp cosp,t)+ (1.5.16) 
noq dp -w 
+ = COSUL — 3 
(ft (P) Hn 
Introducând condițiile inițiale (1.5.1) în (1.5.16) se obține: 
q( p? -07 ) 
(p2 -0 )? +402n2 


x=e( Acospyt+ Bsinput os 


sina 


Xo = A+ 
(1.5.17) 
2n02q 
(p? -0 )? 4922 


vo = —nA+ pıB + 
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rezultă constantele de integrare A şi B: 

2 2 
d(p -0-) 


A = x9 = 
T aana 22 
—0")"'+40"n 
(p ) (1.5.18) 
p= Yoo _n (02 + p° )q 
Pi Pi (p° -07 )? +40°n? 
Prin urmare, mişcarea sistemului este caracterizată de legea: 
+ 
x=e™| xo cos pt +2 sin put — 
Pi 
qe™ 2 2 n, 2 Das 
Saa zz| (P -0 )cospt+—(p° +0 )sinpit | (1.5.19) 
(p -o° ) +40°n Pi 
2no'q COSOL + ap: —0 Ja sin Ot 
Eoia 22 222142 22 
(p —0")" +40 (p —0") +40 


Ecuația (1.5.19) arată faptul că legea de mişcare a corpului se obține prin 
însumarea următoarelor trei legi de mişcare: 
> o vibraţie de pseudopulsaţie pı datorată condiţiilor iniţiale 
> o vibraţie de pseudopulsaţie pı datorată forţei perturbatoare 
> o vibraţie staţionară având aceeaşi pulsaţie œ cu a forței perturbatoare 

Se constată că într-o primă fază a mişcării vibrația proprie şi vibrația 
întreţinută coexistă. Această fază se numeşte regim tranzitoriu. În a doua fază a 
mișcării, vibrația proprie se amortizează (datorită factoruluie”” ) şi sistemul 
vibrează numai cu pulsația forței perturbatoare o. Această fază se numeşte regim 
permanent sau staționar. 

Problema determinării soluţiei vibraţiei staționare în cazul de mai sus se 
mai poate rezolva utilizând calculul complex. Ecuația complexă asociată mişcării 
cu amortizare vâscoasă se scrie asociind o ecuaţie similară ecuaţiei (1.5.4): 


X+ 2nk + p2x = qcosot 


(1.5.20) 
y+2ny+ p“ y= qsin ot li 
Însumând rezultă: 
2+2n2 + z = qe; 
(1.5.21) 


unde: z=x+iy si ei! = cost +isin ot 


unde x şi y reprezintă soluțiile ecuațiilor diferenţiale conjugate: 
Soluţia staționară a ecuaţiei (1.5.21) si derivatele ei sunt de forma: 


z, = Aet 0-0) z Ae? ei = Je A 
Si ? 
2a =ioăeiY, (1.5.22) 
Za = Pele, 
Introducând în ecuaţia (1.5.21) se obţine amplitudinea complexă a mişcării 


staționare A : 
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— 07 A4ei“! + 2n-io4ei0! + p Ae” =q" 
ălp? — 02 + 2n0i)= q (1.5.23) 
SC De a 
p^ —0"+2nai 
rezultă soluția staționară complexă: 
apnd an i (1.5.24) 
p^ -0° +2nQi 
Soluția staționară reală se scrie: 
x= 4 lp? -0 kos o + (2no)sin or] 
(p? -œf +(2noY (1.5.25) 
sau : x = A: cos(or — 8) $ 
; ge = — 0 (1.5.26) 
p -o 


unde: A = d 

Ji? -07 + (2noY 
este amplitudinea respective faza mişcării staţionare este: 
Se obţine astfel aceeaşi ecuaţie a mişcării (1.5.14). 


Pentru exemplificare se consideră o vibraţie forțată cu următoarele valori 
Xo = 0; vo =0; p=41l; o=6;u=9, q=4194. 


particulare ale parametrilor: 
Introducând în relaţia (1.5.19) se obține ecuația mişcării: 
x =e” (2.53858 -cos401+0.6118-sin401)+ cos6t + 15.23 sin 6t 


Reprezentarea grafică cu ajutorul programului MATHCAD a soluţiei 
corespunzătoare: 


generale (1.5.25) cât şi a soluției staționare 
X „ =cos6t +15.23sin6t este dată în figura 1.5.2. Se observă din aceste grafice 
că soluţia generală se obţine prin suprapunerea soluției staționare cu soluţia 
20 
20 x(t) 


vibrațiilor proprii. 


exp (— 9x)(2.54 cos (40x)+0.6 -sin (40x))+cos (6x)+15.23 sin (6x) 


exp (— 9x) (2.54 -cos (40x)+0.6 -sin (40x)) 


cos (6x)+15.23 sin (6x) 


— 20 —20 
xX 


0 


Fig. 1.5.2. Variația amplitudinii virațiilor forțate cu amortizare vâscoasă (t=x). 
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Amplitudinea mişcării staţionare conform (1.5.24) se mai scrie : 


E i 
2 
A 
A= 2 = a (1.5.27) 
o? n? 02 o? n? 02 
ETa 1 | 4 
p p p p p p 


Raportul dintre amplitudinea mişcării A şi deformația statică a arcului sub 
acțiunea unei forţe egală cu amplitudinea forței perturbatoare Ay: 


F, A 

A = ud í. &=— se numeşte factor de amplificare. 
k p’ 49 

Ținând seama de definiţia factorului de amortizare: Dare i G factorul 
P Cer 
de amplificare Ẹ se scrie funcţie de pulsaţia relativă O - m sub forma: 
P 
1 
&(n)= (1.5.28) 


V-n2) + 4t? 
Reprezentând grafic factorul de amplificare & pentru valorile particulare 
ale parametrilor: xo = 0; vọ =0; p=41; q=4194 pentru n=9 precum şi pentru 


PE 


J2 


= 29 se obțin curbele de răspuns în frecvenţe din figura 1.5.3. 


2.5 
&(0),n=9 
2 
1 
2 2 
ri) 
1681 41 41 
A IN: 
2 Y 21 g = 
Q x (2) &(0), n = 29 
1681 41 41 
0.5 
0 
0 30 60 90 120 150 


x 


Fig.1.5.3. Variația factorului de amplificare cu pulsaţia pentru două alori ale 


factorului de amortizare (0%). 
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Amplitudinea maximă se obţine pentru o valoare a pulsaţiei œ în jurul 
valorii de rezonanţă (coincide cu aceasta numai pentru 0%=0). Pentru a găsi 
valoarea acestei pulsații (@„) se anulează derivata funcţiei amplitudine : 


q 
Jo? -of +4n? 0? 


- 4olp? -0? IE 4n? 20 


4(0)= (1.5.29) 


aee alp? -02 Ý +4720? __ -2qolo? - p? + 2n2) -0 1.530) 


(p? 02) +4720? We wF ruo | 
rezultă: 0, =4p?-2n? sau B = 41-2? (1.5.31) 


Se observă că expresia (1.5.31) are sens numai dacă: 


= Ps _L.=0,107 (1.5.32) 


p J2 
Pentru 0.707<Ž <1 amplitudinea nu mai admite maxim (fig.1.5.3). 
P 
În figura 1.5.4 este reprezentată variația factorului de amplificare : 


&(m)= ; m=* (1.5.33) 


Vh- fran P 


pentru patru valori ale factorului de amortizare: (=0.112; 0.353; 0.500 şi 0.707 


Fig.1.5.4. Variația factorului de amplificare cu pulsația relativă pentru 
patru valori ale factorului de amortizare (x=n) 
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Înlocuind în expresia (1.5.33) valoarea m, se obține factorul de 


2 
: : p 1 
amplificare maxim: En = = (1.5.34) 
Dn p-n? 261-6? 
În figura 1.5.5 este reprezentată variația factorului de amplificare maxim 
En în functie de factorul de amortizare Ẹ 


20 20 


0 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 


0 x 0.707 
Fig.1.5.5. Variația factorului de amplificare maxim 6, cu amortizarea (x=) 


Unghiul de defazaj al deplasării în raport cu forța de excitație conform 
relației (1.5.25) în funcție de pulsația relativă şi factorul de amortizare se scrie: 


2 
2 1— 
0 = arcrg 20 o O=arccos n (1.5.35) 
1- A 2 j 2 
1-0" f +n) 
ii =0.01 

Sa 1-x° 180 C=0.1 RE atei 

| fe) tatei w? 3.1426 150 = 

Bis _ (=0.3 

au 1-7 180 

lJi? io x) ] 3426 ia 
mi 1-x? ] iso 
SR nT > [73.1426 

L li-e) e03? ] 90 peme 
ij ia | aso &=0.7 

LU 205 x) |] tă o HE=0;5 
= f C=U. 
ul t 180 

| (o) oo? | 1% TI 
90 

00 o2 os 075 1 1.25 15 L75 2 225 25 


Fig.1.5.6. Variația defazajului cu pulsatia relativă pentru diferite valori ale 
factorului de amortizare ((x=n) 
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1.6. Vibraţii forţate cu amortizare vâscoasă sub 
acţiunea unor forţe de inertie rotitoare 


Se consideră un motor electric montat pe o placă legată de fundaţie prin 
intermediul a două arcuri de constantă k/2 şi un amortizor hidraulic (forța de 
amortizare vâscoasă fiind proporţională cu viteza R = -cY ) având rotorul de masă 
mg dezaxat cu excentricitatea e (fig. 1.6.1) care se roteşte cu viteza unghiulară 
constantă @=27n. Masa totală a sistemului (motor şi placă de fixare) este 
m=my+mo. Să se studieze variația amplitudinii vibraţiilor forțate în funcție de o şi 
de factorul de amortizare (. 

P=ol 
f- | 


Fig.1.6.1 


Forța centrifugă care acţionează asupra sistemului este dată de: 
F, = mp0) e cos ot (1.6.1) 
Ecuația fundamentală a dinamicii în acest caz se scrie: 


mă = —kx — că + m0 ecos or (1.6.2) 
z i k 2 C mo : : SO 
Dacă se fac notațiile: — =p“, —=2n, —e=r, ecuația diferențială 
m m m 
(1.6.2) se scrie sub forma: 
ï+ 2nă+ p°x = ro’ cos Ot (1.6.3) 
Soluția staționară a acestei ecuații se scrie: 
2 
ro 2n0 
x= cos(or îi 9) ; 190= ERN (1.6.4) 
J? -œf + 4n? 0? Da 


Se observă că amplitudinea vibraţiilor forțate este o funcție de valoarea 


pulsaţiei forței perturbatoare de forma: 
2 


ro 
I -7 + 4n207 


A(0)= 


(1.6.5) 
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Expresia amplitudini şi factorului de amplificare a vibraţiilor forţate în 


funcţie de m = @/ p şi de factorul de amortizare (= Z =“ are forma: 
P cr 


2 A n? 
Am)=r u ez (1.6.6) 
Jln} + atm? r mP rate 


6 


6 


a, En), 62041 


0 1 2 3 4 5 


Fig. 1.6.2. Variația factorului de amplificare a âmplitudinii vibraţiilor forţate cu 
pulsaţia relativă pentru diferite valori ale factorului de amortizare (x=n) 


Variațiile amplitudinii A(n) pentru trei valori ale factorului de amortizare 
(=0.1; (=0.5 şi (=0.707 , (pentru r=1) sunt prezentate în figura 1.6.2. Valoarea 
maximă a amplitudinii vibraţiilor forţate se obţine prin anularea derivatei 
corespunzătoare: 


A(o)=r 2afp* -o(p =2r)) o (1.6.7) 
W -œf + 4n? 0? | 


rezultă valoarea pulsației pentru care amplitudinea are valoarea maximă: 


Onm 2 P = 1 ; g = a (1.6.8) 
P apa Jea p 
Expresia (1.6.8) are sens (amplitudinea admite maxim) numai dacă: 
n 1 
=— < —= = 0.707. (1.6.9) 
p v2 
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10 
10 


1-2x g 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 
0 x 0.8 


Fig.1.6.3. Variația pulsaţiei relative 4,„/p pentru care amplitudinea este maximă 
cu factorul de amortizare (x=%) 


Înlocuind valoarea obținută pentru 0, în expresia amplitudinii (1.6.5) se 
obține raportul dintre amplitudinea maximă a vibraţiilor forțate datorate forței 
centrifuge de inerție şi r în funcţie de factorul de amortizare ¢ : 

A 2 


m _ P 2 1 
r 2n p? -n° alet 
Reprezentarea grafică a raportului dintre amplitudinea maximă şi r a 


vibratiilor pentru r=/1 este dată în figura 1.6.4 
20 


(1.6.10) 


20 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 
0 x 0.8 
Fig.1.6.4. Variația raportului Am /r cu factorul de amortizare ( (x=%) 
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1.7. Vibraţii forţate parametrice cu amortizare 


vâscoasă (cu excitație cinematică armonică) 

Se consideră sistemul mecanic din figura 1.7.1, format dintr-un corp de 
masă m legat prin intermediul unui arc de constantă k şi un amortizor hidraulic 
(forța de amortizare vâscoasă fiind proporţională cu viteza R = —cy ). Capătul 
celălalt al amortizorului este legat la bază, iar al arcului este legat de un piston 
având o lege de mişcare armonică de forma: y=rcosor. Se va determina 
amplitudinea vibrațiilor staționare şi modul de variaţie al acesteia cu pulsaţia 
elementului perturbator şi cu factorul de amortizare. 


y=rcosot 
Fig.1.7.1 
Ecuația fundamentală a dinamicii pentru acest caz se scrie: 
mă =-—k(x- y)- că (1.7.1) 
E k c SN SII i 
dacă se fac notațiile: — = p2,—=2n, ecuaţia diferențială (1.7.1) se mai 
m m 
scrie sub forma: 3 +2nk+ p2x= p?r cos @t (1.7.2) 
Soluţia staționară a acestei ecuaţii se scrie: 
2 
ri] 2n0 
x= R cosl@t-0); 1g0=— = (1.7.3) 
Jo? -œf +4n° 0? A 30 


Amplitudinea vibrațiilor forțate este funcție de valoarea pulsaţiei 


sistemului având o mişcare armonică: 
2 


rp 
Ji? -œf + 4020 


Variația raportului dintre amplitudinea A şi r în funcţie de pulsaţia relativă 


A(0)= 


(1.7.4) 


SS şi de factorul de amortizare ( = N =| este dată de legea: 
P P cr 


pe ACI l (1.7.5) 
l-n} + acm? 
Reprezentarea grafică a variaţiei factorului de amplificare (raportul dintre 


amplitudinea A şi r) cu pulsaţia relativă pentru patru valori ale factorului de 
amortizare (=0.1; 0.300; 0.500 şi (=0.707 este dată în figura 1.7.2. 
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3 


(22)? 0,02] A/r,6=0, 
1 

1 3 
i; 2 
(1x036 A/r,¢=0,3 

1 

r > z 2 A/r, E = 0,5 
(122) l 
I i T A/r, = 0,707 
lia] i 1 


X 


Fig.1.7.2. Variația amplitudinii cu pulsatia relativă pentru patru valori ale 
factorului de amortizare (x=n) 


Valoarea maximă a amplitudinii se obţine prin anularea derivatei : 
2rp2alo? -= p’ +2n? ) 


3 
e 2) +4n20? 
Rezultă valoarea pulsaţiei pentru amplitudinea maximă: 


On =Y p2 —2n? (1.7.7) 


Expresia (1.7.7) are sens numai dacă: 


n 1 
(= — < —= = 0.707. (1.7.8) 
p v42 
Valoarea maximă a amplitudinii se obține înlocuind (1.7.7) în (1.7.5): 
A 2 


m 


— P Z 1 . = 
4 2n p? —n? 2-2 P 


A(0)=- 


=0 (1.7.6) 


n 


(1.7.9) 


Reprezentarea grafică a raportului dintre amplitudinea maximă şi r în 


funcție de valorile factorului de amortizare ¢ (pentru r=] mm) este dată în figura 
1.7.3. 
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0 x 0.7 


Fig.1.7.3. Variația raportului dintre amplitudinea maximă şi r cu factorul de 
amortizare ( (x=%) 
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1.8. Vibraţii forţate cu amortizare histeretică 


sub acţiunea unor forţe armonice 

Unele materiale şi structuri cu amortizare la îmbinări au proprietatea că 
energia disipată în timpul unui ciclu este independentă de frecvența vibraţiilor. 
Pentru a descrie acest mod de comportare se defineşte coeficientul de amortizare 
histeretică h=c constant, deci forța de frecare din amortizor este direct 


; ` ; i ; 9 ; h. 
proporțională cu viteza şi invers proporțională cu pulsația: R=—x, c=h/0. 
(A) 


F, = Focos œt 


i 


yL 


Fig. 1.8.1 
Ecuația fundamentală a dinamicii se scrie: 
z h. 
mă = —kx — — x + Fo cos œt (1.8.1) 
(A) 


Ecuația complexă a unei mişcări cu amortizare histeretică se scrie: 


x . k fyi 
praz Le; z=x+iy (1.8.2) 
mO m m 
unde x şi y reprezintă soluțiile ecuaţiilor diferențiale conjugate: 
O. EE Fo 
¥ž+——*+— x = — cos Qt 
MOS e «ti (1.8.3) 


. h. k Fo. 
y+ y+t—y= sin Ot 
mo m m 
Soluția staționară a ecuației (1.8.2) si derivatele ei sunt de forma: 


AA AeA) = Za = Ae 


si ~i (1.8.4) 
Ža = ide”; Ža = —07 dei 
Introducând (1.8.4) în ecuația (1.8.2) se obţine: 
-0de TER +p de® = 20 iot 
(0) 
í (1.8.5) 
fad sh Fy 
> Á| p -œ +i— |=q; q=— 
m m 


Se obține amplitudinea complexă a mişcării staționare: 


A ed = (1.8.6) 


(p2 oi? 
m 
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şi soluția staționară complexă: 


T = ei (1.8.7) 
[oht 
© J+i 
m 
Soluția staționară reală se scrie: 
h 
x= zi | (o? - 09 osor- Asino 
h m 
m 
sau : x= A-cos(or-0) ; (1.8.8) 
unde: tg0= Tag 


Amplitudinea reală a mişcării staționare este: 


or) 


Amplitudinea se scrie în funcţie de Ay (deformația statică a arcului cu o 
forță egală cu amplitudinea forţei perturbatoare) şi de factorul de amplificare & : 


A= 


(1.8.9) 


SII ate ei AE P =A ë (1.8.10) 
k k p 2% 2 
EA (O) h 
= a 
A h i | : sutien O ; 
Notând: E g coeficientul de amortizare histeretică şi ņ =— , expresia 
P 


factorului de amplificare se scrie sub forma: 


Em4 -= ! (1.8.11) 


Ao (| -n? i + 92 
Reprezentând grafic variaţia factorului de amplificare pentru patru valori 
ale coeficientului de amortizare histeretică (g = 0,1; 0,2; 0,5; 1) se obţin curbele 


de răspuns în frecvenţe din figura 1.8.2 

Amplitudinea maximă se obţine pentru valoarea de rezonanță ņ=1 
indiferent de valoarea coeficientului amortizării histeretice g. 

Anulând derivata expresiei (1.8.11) se obține: 


Em) = f -— amh-n?) =0 (1.8.12) 


je (23233) 
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cu soluţia acceptabilă: n=1 e o,„=p (1.8.13) 
10 ' 
Em), g =0. 
1 
(1-30.01 &(m), g=0.2 
i 6 
(1-2) ro.oa 
1 
2 Em), g=0,5 
(1-x?) +0.25 4 
1 &(m), g=1 
(i 
2 
0 
0 0.5 1 15 2 2.5 3 
0 x 3 


Fig.1.8.2. Variația factorului de amplificare cu pulsaţia relativă m pentru 
diferite valori ale coeficientului de amortizare histeretică (=n) 


Înlocuind în expresia amplitudinii (1.8.10) valoarea pulsaţiei @„=p se 
obţine valoarea factorului de amplificare maxim: 


En =1/g (1.8.14) 


zl 
"E: $ . . . sua h 
Deci inversul coeficientului de amortizare histeretică (3 = — 


reprezintă valoarea maximă a factorului de amplificare &,, . 


Capitolul I - 1.9. Vibraţii forţate cu amortizare histeretică 61 


1.9. Vibraţii forţate cu amortizare histeretică 


sub acţiunea unor forţe de inerție rotitoare 

Se consideră un motor electric montat pe o placă ce este legată de fundație 
prin intermediul a două arcuri de constantă k/2 şi un amortizor cu amortizare 
histeretică având rotorul de masă my dezaxat cu excentricitatea e (fig. 1.9.1) care 
se roteşte cu viteza unghiulară constantă w=27 n. Masa totală a sistemului (motor 
şi placă de fixare) este m=my+myo. Se va studia variaţia amplitudinii vibraţiilor 
forțate în funcție de œ şi de coeficientul de amortizare histeretică g. 


=t 
F, = m 0? e cos ot aL i 


/ NN 
NERA! 


Fig.1.9.1 


Forța centrifugă ce acționează asupra sistemului este: 
F, = mæ e cos ot (1.9.1) 
Ecuația fundamentală a dinamicii în acest caz se scrie: 


mă = —kx— — 3 + mp07ecos or (1.9.2) 
(A) 
J g k 2 mo f 5 Eia 
Dacă se fac notațiile: —= p^, ——e=r , ecuația diferențială (1.9.2) se 
m m 
scrie sub forma: 
š+—x+ p2x = ro cos Ot (1.9.3) 
(A) 
Soluția staționară a acestei ecuații se scrie: 
h 
ro? i 
x = cos(or —0) ; 1g0= MN (1.9.4) 


7220) 


Amplitudinea vibrațiilor forțate este funcție de valoarea pulsaţiei forţei 
perturbatoare de forma: 
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ro? 


Zz 


Variația amplitudinii şi factorului de amplificare & în funcție de pulsația 


A(0)= 


(1.9.5) 


s O . i . i stat h 
relativă N = — şi de coeficientul de amortizare histeretică g = 7 este de forma: 


rn? a (Es n? 
Jlf +e? "Vom 


Reprezentând grafic factorul de amplificare £ pentru patru valori ale 
coeficientului de amortizare histeretică (g =0,1; 0,2; 0,5; 1) se obţin curbele de 


A(m)= 


(1.9.6) 


răspuns în frecvenţe din figura 1.9.2. 


&(m), g =0, 


[l 
to 


&(m), g 


&(n), g=045 


&m),e=l 


Fig. 1.9.2. Variația factorului de amplificare cu pulsaţia relativă pentru diferite 
valori ale coeficientului de amortizare histeretică (x=n) 
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1.10. Vibraţii forţate cu amortizare uscată 


În cazul vibraţiilor forţate cu amortizare usactă energia se disipează sub 
formă de lucru mecanic al forţelor de frecare, care se transformă în final în altă 
formă de energie (căldură, deformaţii plastice ale microasperităţilor, etc). La 
momentul inițial corpul este scos din poziția de echilibru la distanța xo şi lăsat 
liber. 


F, = Fo sin ol 


T=u mg 


Fig.1.10.1 


; > E e dute T Š Ss 
Pentru prima fază a mişcării te fez) corpul se deplasează spre poziția 
P 


de echilibru şi ecuația diferențială a mişcării se scrie: 


mX + kx = ug + Fo sin œt (1.10.1) 
E k Don za .. 
Se notează: — = p^ — pătratul pulsației proprii. (1.10.2) 
m 


Soluția ecuației diferențiale (1.10.2) este formată din suma dintre soluția 
ecuației diferențiale omogene şi soluția staționară: 


x= Acos pr + Bsin pt4 E + "sinoi 
(1.10.3) 
: A mq 
x = —Ápcos pt + Bp sin pt + go or 
Introducând condiţiile inițiale 
t=0> x=xp, X=0 (1.10.4) 
se obține: 
Xo Ape E > A = X9 = ARE 
i k (1.10.5) 
F .10. 
0=85p+0 Suie 
k p? p 


A E m ; : 
Dacă se notează a = Erg soluția pentru subintervalul: re (0, 7/ p)este: 
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x= (xo -a)cos pt+a -2 2 sin pt+ E sin ot 
P 
(1.10.6) 
q mq 


X = -(xo Sa ap sin pt — — 7 Qcos pl + T ot 
P 


Ecuația (1.10.6) arată faptul că mişcarea rezultantă se obține prin 
însumarea următoarelor trei mişcări: 


> vibrația proprie (de pulsaţie p) datorată condițiilor inițiale, a cărei amplitudine 


scade cu 2a după fiecare semiperioadă k = =) 


> vibrația proprie (de pulsaţie p) datorată forței perturbatoare a cărei amplitudine 
depinde de pulsaţia forţei perturbatoare; 


> vibrația staţionară având pulsaţia forţei perturbatoare o. 

Într-o primă fază a mişcării există vibrația proprie şi vibrația întreținută. 
Această fază a mişcării se numeşte regim tranzitoriu. În a doua fază a mişcării, 
vibrația proprie se amortizează şi vibrația sistemului se obține prin suprapunerea a 


două mişcări armonice de pulsaţie p şi œ. Această fază se numeşte regim 
permanent sau staționar şi este caracterizată de ecuaţia: 


q , O. 
x= ae @t — — sin n] 

P P (1.10.7) 
+ E 
i = 419 (cos ot -cos pt)= — 1D i P o3 - Sin P Di 

p’ p? 2 2 


Se obţine o mişcare având viteza modulată în amplitudine cu o funcție 
armonică de pulsaţie (p - œ)/2. 


Se consideră următoarele valori ale parametrilor: 

m = 0lkg; k =1000N /m; xp =10mm; Fo =100N; œ= 40rad / s 

Rezultă p = 100rad /s; q = 1000N / kg obținându-se o mişcare 
nearmonică periodică având legea: 


f = 0,I(sin 40t — 0,4 sin100t) 


1.10.8 
X = -2 sin(10t)- sinß30t) ( ) 


Reprezentările funcțiilor deplasare şi viteză pentru acest caz particular 
sunt date în figura 1.10.2 şi 1.10.3. Mişcarea periodică are perioada T = 0,32s şi 


pulsația Q = n aşa cum rezultă din figurile 1.10.2 şi 1.10.3: 


» 
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Fig. 1.10.2. Variația deplasării pentru vibraţiile forțate cu amortizare uscată 


Pale! 


-2 sin(70-t) sin(30-t) 


2-sin(30t) 


—2'sin(30t) 


t 0.4 


Fig. 1.10.3. Variația vitezei pentru vibraţiile forţate cu amortizare uscată 
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1.11. Transmisibilitatea vibraţiilor 


Vibrațiile unei maşini care conține o sursă de vibrații se transmit prin 
fundaţii la celelalte maşini, echipamente sau utilaje aflate pe acelaşi amplasament. 
Pentru a se asigura o protecţie adecvată este necesară izolarea antivibratorie 
activă (de la sursa de vibrații spre fundaţie) sau o izolare antivibratorie pasivă (de 
la fundaţie la maşinile şi aparatele ce trebuiesc izolate împotriva vibrațiilor). 
Factorul de transmitere sau transmisibilitatea masară mărimea acestor parametrii 
caracteristici păturilor izolatoare (forța transmisă şi /sau amplitudinea vibraţiilor 
transmise. 


1.11.1. Transmisibilitatea vibraţiilor în cazul utilizării 

elementelor elastice pentru izolarea activă 

Se consideră o sursă de vibrații forțate F = Fycosot care acționează 
asupra fundaţiei prin intermediul arcului cu forța O (fig. 1.11.1). 


F, = Fo cos œt 


Q 


Fig.1.11.1 


Expresia forței transmise Q(œ@) pentru vibrații forțate în regim staționar 


este: 
kq 
Q0) = kx =— ~ — cos( 0t - Q) (1.11.1) 
p -0 
Deci legea de variație a forței transmise este armonică de amplitudine: 
F 
k și 
Q == (1.11.2) 
p -0 p^ -0 


Se defineşte factorul de transmitere T (transmisibilitatea) ca raportul 
dintre amplitudinea forței transmise Qo şi amplitudinea forței perturbatoare Fo: 


On p aa ooo 
p 
P 


Diagrama de variație a funcției T(n), n=@/p este prezentată în figura 1.11.2 
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x=0/p 


Fig. 1.11.2. Variația transmisibilităţii pentru izolarea activă cu element elastic 


Condiţia ca amplitudinea forței transmise Oy să fie mai mică sau cel mult 
egală cu amplitudinea forţei perturbatoare este: 


T<1 (1.11.4) 
Din relația (1.11.3) rezultă: p? <|p? - 07| (1.11.5) 
Cele două cazuri sunt: 

> @<p> p’<p’ -0 >-0 z0 imposibil; 

> @>p>p so -p > 22p >02 py2 (1.11.6) 


Dacă se impune un anumit factor de transmitere T se poate determina 
pulsația forței perturbatoare sau raportul n=@/ p: 


SIZE 
T=- <T, o i 


(1.11.7) 
-m2] n > AL + 177 
De exemplu pentru: Tọ =0,5 si T, = 2,5 se obțin rezultatele: 
Tae n<y1-1/0,5 imposibil 
i mul oda 
n2vy1+1/0,5 >N 21,73 (1.11.8) 


< J1-1/25 =m<0774 
1, =25 i z. 


N2y1+1/2,5 >n21,183 
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1.11.2. Transmisibilitatea vibraţiilor în cazul izolării 
pasive şi utilizării elementelor elastice. 


Se consideră că baza (fundaţia) are o mişcare armonică pe direcție 
verticală. În acest caz transmisibilitatea se defineşte ca raportul amplitudinilor 
celor două mişcări: a corpului supus acţiunii mişcării bazei (49) şi a bazei (uo). 
Folosind diferite elemente elastice şi de amortizare se obţine o izolare 
antivibratorie pasivă. 

Se consideră vibraţiile fundației 
(bazei) care se transmit asupra corpului 
de masă m prin intermediul unui arc 
având constanta elastică k (fig. 1.11.3). 
Ecuația fundamentală a dinamicii în 
acest caz se scrie: 

mă + k(x—u)=0 


1.11.10 
mă + kx = kug cos @t ( ) 


Soluția staționară a acestei ecuații este de 


forma: 

x = Áp Cos Qt (1.11.11) 
care înlocuită în relația (1.11.12) rezultă 
amplitudinea: 

2 
Ay u (1.11.13) 
p -o 


Fig.1.11.3 


Se defineşte factorul de transmitere T ca raportul dintre amplitudinea 

mişcării corpului şi amplitudinea mişcării bazei: 
2 
7 = o = IEE e n= (1.11.14) 
uo p°-@° l-n P 

Se observă că factorul de transmitere T are aceeaşi expresie ca şi în cazul 
izolării antivibratorii active, dar în acest caz exprimă raportul dintre amplitudinea 
vibrațiilor corpului şi amplitudinii mişcării bazei. 
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1.12. Izolarea antivibratorie activă 
Prin izolare antivibratorie activă se înţelege izolarea care se face de la 
sursa de vibrații spre fundaţie pentru diferite variante de pături izolatoare folosite. 


1.12.1. Izolarea antivibratorie activă în cazul 
utilizării modelului vâsco-elastic Voigt-Kelvin 
În cazul vibraţiilor cu amortizare vâscoasă forța transmisă fundaţiei 


conform figurii 1.12.1 este : 
O=hx+cx (1.12.1) 


F, = Fo cos ot 


Fig.1.12.1 


Deplasarea x şi viteza x pentru cazul & < p se scriu: 


x = d cos(or —0) 
p -0 )? +4n202 
(1.12.2) 
x=- Ela sin(or — 0) 
Je? 02) +4n202 
şi relaţia (1.12.1) se scrie: 
O = Ei [k cos(or—0)- cosin(or—0)] (1.12.3) 
J? -of +4n0 
Amplitudinea forţei transmise la fundație este: 
Vk’ + ca? oF vetea? (1.124 


Qo =q 

i Jlo? — 02] + amo? m (p-o + 4n2a2 

Qo = DAA Fo (1.12.5) 
Jlo? -0f + ama? 


Factorul de transmitere se scrie în acest caz: 


om a aa 
+ 4n“o 
r=% ZN (1.12.6) 
0 [o2 — 02] + an202 


sau 
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272 
arre e RS eA a (1.12.7) 
(2) + 4022 p P Co 
J1+4%? 
Se observă că dacă n=1>7 = , factorul de transmitere are 


valori finite. Reprezentând grafic funcția T=T(n) pentru patru valori ale 
factorului de amortizare: ¢=0,05; ¢=0,1; ¢=0,2; ¢=0,4 (fig. 1.12.2). 


1+4-0.0025 x° 


(122) 44.0.00252 


1+4-0.01 x? 


(i4001 


1+4-0.04 x? 


A (i)a 0.04 2 * (=02 


(122) xa-0.162 2 


> 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 
0 x 3 

Fig.1.12.2. Variația factorului de transmitere cu pulsaţia relativă mpentru diferite 
valori ale factorului de amortiyare % (n=x) 


Din figura 1.12.2 se observă că toate curbele trec printr-un punct fix de 
coordonate (n= 2 PO! Ai =i} Într-adevăr, înlocuind n=ẸvV2 în relația (1.12.7) 


y1+86? 


rezultă T =-—-——— =1, deci este independent de factorul de amortizare. 
A 1-+ 867 
Valoarea maximă a factorului de transmitere se obţine prin anularea 
derivatei expresiei (1.12.7): 


7 


(=) 1+46?n? __ ambe?mt +n? -1) =0 (1.12.8) 


l-n? F +462n? [l-n tagne] 


Rezultă în afară de valoarea n=0 (care nu interesează) soluția reală: 
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(1.12.9) 


Înlocuind valoarea dată de (1.12.9) în expresia factorului de transmitere se 
obține valoarea maximă: 


46? 
2| 1+8? +4 he a 
A 


Folosind relaţiile (1.12.9) şi (1.12.10) în două cazuri particulare se obţin 
următoarele valori care sunt în concordanţă cu valorile maxime din figura 1.12.2: 
> pentru: ¢=0,05 = x, =0.977 si T „=10.062 (1.12.11) 
> pentru: ¢=0,4 = Xp=0.892 si T, =2.34 

Variația factorului de transmitere maxim cu coeficientul de amortizare ( 
este dată în figura 1.12.3. 


m 


(1.12.10) 


50 
50 


40 


30 
(42) 
rara (220) " 


20 


Fig.1.12.3. Variația factorului de tramsmitere maxim Tm cu coeficientul de 
amortizare ģ 


Din analiza diagramelor din figura 1.12.2 şi 1.12.3 se pot trage 
următoarele concluzii: 
> izolarea vibrațiilor este cu atât mai eficientă la creşterea pulsația forței 
perturbatoare œ cu cât scade factorul de amortizare ģ ; 
> un factor de amortizare mai mare este necesar pentru obținerea unui timp redus 
de amortizare a vibrațiilor proprii deoarece în regimul tranzitoriu pulsația 
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forței perturbatoare (œ) creşte de la zero trecând prin valoarea de rezonanță (p) 
până la atingerea valorii nominale; 

> utilizarea izolatorilor liniari este recomandată la vibraţiile cu pulsații 
perturbatoare mari. Pentru vibraţiile de frecvență joasă se recomandă izolatori 
cu valoarea de rezonanță (p) scăzută (k mic) care nu asigură stabilitatea 
sistemului. 


1.12.2. Izolarea antivibratorie activă în cazul 


utilizării modelului histeretic Voigt-Kelvin 
În cazul vibrațiilor cu amortizare histeretică forța transmisă fundației 
conform figurii 1.12.4 este : 
Q=kx+ cx (1.12.12) 


F, = Focos @t 


Fig. 1.12.4 


Legea vibratțiilor staționare în acest caz se scrie: 
x = 4-cos(ot —8) 
+=—04 sin(ot = 0) (1.12.13) 


por) 


şi forța O transmisă fundației (1.12.12) se scrie deci sub forma: 
O = Ar cos(or — 8)- cosin(or - 0)] (1.12.14) 


unde : A = 


Amplitudinea forţei transmise la fundație este: 


Vk? +h? Fy Vk? +h? 


keerd] er 


Factorul de transmitere se scrie în acest caz: 


O =4 


(1.12.15) 
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, i (3) | 
pai 


seal i ; . . h TORIY. (0) 
Utilizând coeficientul de amortizare histeretică = g şi notând n=—, 
P 


n= 


(1.12.16) 


pulsația relativă expresia factorului de transmitere se scrie în acest caz: 


(1.12.17) 


Reprezentând grafic funcţia factorul de transmitere pentru patru valori ale 
coeficientului de amortizare histeretică (g =0,1; 0,2; 0,5; 1) se obţin curbele de 


răspuns în frecvențe din figura 1.12.5. 


(1+ 0.04) 9 =0,1 
2 
(1232) +0.04 
Å= g=0,2 
(10.25) 
2)? 4 
1-32) +0.25 FE 
U+!) 
2 g=l 
(122) a 2 
10.126, 9 
0.5 1 1.5 2 2.5 3 
0 x 3 


Fig.1.12.5. Variația factorului de transmitere T pentru diferite valori ale 
coeficientului de amortizare g 


Din figura 1.12.5 se observă ca şi în cazul precedent că toate curbele trec 
printr-un punct fix de coordonate (n =42, T= 1). Într-adevăr înlocuind 


n = 2 în relația (1.12.17) rezultă 7 =1 care este independent de factorul de 
amortizare. 
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Valoarea maximă a factorului de transmitere se obţine prin anularea 
derivatei expresiei (1.12.17): 


(72) -| tst mto keeg > n„=1 (1.12.18) 
-H : E ELA 
( n +g [h-r +e 


Se obține valoarea sa maximă: 


T,= Ta (1.12.19) 
g 


Reprezentând grafic factorul de transmitere maxim funcție de coeficientul 
de amortizare histeretică se obțin curbele de răspuns în frecvenţe din figura 1.12.6. 


50 
50 
40 
30 
1 
+1 
2 
x 
20 
10 
„1.414, 9 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
0 x 1 


Fig.1.12.6. Variația factorului de transmitere maxim functie de coeficientul de 
amortizare histeretică g 


Din analiza diagramelor din figurile 1.12.5 şi 1.12.6 se pot trage aceleaşi 
concluzii ca şi în cazul precedent. 


1.12.3. Izolarea antivibratorie activă în cazul utilizării 

modelului vâsco-elastic Hooke-Maxwell 

Se consideră un sistem format dintr-un corp de masă m (fig. 1.12.7) legat 
de fundaţie cu un arc având constanta elastică k şi un amortizor hidraulic având 
coeficientul de amortizare c legat în serie cu un element elastic având constanta 
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elastică k; (kıÆNk, unde N se numeşte factor de cuplare). Forța perturbatoare 
variază după legea armonică: 
F = Fy cos œt (1.12.20) 


Fig.1.12.7 


Ecuația fundamentală a dinamicii în acest caz se scrie: 
mă + c(x —u)+ kx = Fo cos @t (1.12.21) 
Ținând seama că forța din elementul amortizor este egală cu forța elastică 
din arcul de constantă elastică kı: 


c(ă—u)= Nku (1.12.22) 
înlocuind în relaţia (1.12.28)rezultă: 
mä + kx + Nku = Fo cos ot (1.12.23) 
În complex ecuatiile (1.12.22) şi (1.12.23) se scriu: 
c(ż-ù)= Nku (1.12.24) 
mă + IS + NRG = F (1.12.25) 
Înlocuind expresiile complexe ale soluțiilor şi variabilei 
TEA; Tuge O; F= rRe (1.12.27) 
o icoA e? 
în aceste ecuații rezultă: uge e = LLE (1.12.28) 
Nk + ic 
k -ma?e ™® + Niue” = Fy (1.12.29) 
Înlocuind expresia (1.12.28) în (1.12.29) rezultă: 
i icoAge!? 
E = m? Mpe + Nk n, 1.12.30 
| II Nk + ico : ) 
anama zic Ies 20 ae a enu e MD ee e ae (1.12.31) 
k p? p p k mk pp 


şi împărțind relația (1.12.30) la k se obține: 


f O OE 
h-j aet = Fu (1.12.32) 
14 2m6 k 
+ 
N 
rezultă amplitudinea complexă a mişcării: 
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E 
A= Ape = (1.12.33) 


2 
49 = 2 (1.12.34) 


25 25 
2 
N=l 
Me], N=2 
_ 1+(0.5x)7 
[h rosoe] N=10 
1+(0.1 x)” ! 
[G01 2 2) 
0.5 
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 
0 x 3 


Fig.1.12.8 Variația amplitudinii vibraţiilor pentru trei valori ale factorului de 
cuplare: N=1, N=2 şi N=10 şi pentru o valoare a factorului de amortizare (=0,5. 


În figura 1.12.10 este dată variația amplitudinii vibraţiilor pentru trei 
valori ale factorului de cuplare: N=/, N=2 şi N=10 şi pentru o valoare a factorului 
de amortizare (=0,5. 

Forța transmisă la fundaţie conform figurii 1.12.7 este: Q = kx + kyu 


i = 18 +k = kh4 O) + Nhugpei(0%-9) 
sau în complex: 3 | NE i 
Q= (Apei + Nhkuge ia 
Ținând seama de relația (1.12.34) se obține: 


G= atni icO (esa) — pp, EEANN TD a 


(1.12.35) 


o9) (1.12.36) 
Nk + ic Nk + ic 


Ținând seama de notaţiile (1.12.37) se obține: 
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50 7 RENI N eiO) (1.12.37) 


Amplitudinea forței transmise are expresia: 


2 
+(e) 
O, =|0| = k4 (1.12.38) 


2 
2 
1+ 2n 
N 
12 
12 
9.6 
3 N=l 
1+4:x 
(132) 72 N 7 
1+(1.5x)? 
[10.592] waid 
zT 48 = 
| 1+(1.1 x) 
2 
[140.192] 
24 
0 
09 5 0 15 20 25 30 
0 x 30 


Fig.1.12.0 Variația amplitudinii forței transmise pentru trei valori ale factorului de 
cuplare: N=/7, N=2 şi N=10 şi pentru o valoare a factorului de amortizare (=0,5. 


În figura 1.12.9 este dată variația amplitudinii forţei transmise pentru trei 
valori ale factorului de cuplare: N=/, N=2 și N=10 şi pentru o valoare a factorului 
de amortizare:  (=0,5. Se observă din aceste diagrame că amplitudinea forţei 
transmise are valori scăzute pentru valori ale factorului de cuplare N mai mari în 
zona frecvențelor de rezonanță. 

Factorul de transmitere se scrie în acest caz: 

2 
1+ (2ng ia ) 


r-%- N (1.12.39) 


P ic anin 
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În figura 1.12.10 sunt date variațiile factorului de transmitere pentru trei 
valori ale factorului de cuplare: N=/, N=2 şi N=10 şi pentru o valoare a factorului 
de amortizare (=0,5. 


„4 
32 N=l 
1+4x2 
[ee], N=2 
| Dosha] N = 10 f 
F 1.6 
1+(1.1 x) 
(0.1 al x) 
0.8 
0 05 0.5 1 1.5 2 25 3 
o E A 


Fig.1.12.10 Variația factorului de transmitere pentru trei valori ale factorului de 
cuplare: N=/, N=2 şi N=10 şi pentru o valoare a factorului de amortizare (=0,5. 


Se observă din aceste diagrame că factorul de transmitere are valori 
scăzute pentru valori ale factorului de cuplare N mai mari în zona frecvențelor de 
rezonanță. 


1.12.4. Izolarea antivibratorie activă în cazul utilizării 


modelului histeretic Hooke-Maxwell 
Se consideră un sistem format dintr-un corp de masă m (fig. 1.12.11) legat 
de fundație cu un arc având constanta elastică k şi un amortizor hidraulic având 
coeficientul de amortizare histeretic c=h/ legat în serie cu un element elastic 
având constanta elastică k; (kı=Nk, N - factor de cuplare). Forţa perturbatoare 
variază după legea armonică: 
F = Fy cos œt (1.12.40) 


F = Fo cos ot 


Fig.1.12.11 
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Ecuația fundamentală a dinamicii în acest caz se scrie: 
mă + c(X —u)+ x = Fo cos @t (1.12.41) 
Ținând seama că forța din elementul amortizor este egală cu forța elastică 
din arcul de constantă elastică k;: 


c(x —u)= Nk-u (1.12.42) 
înlocuind (1.12.42) în relaţia (1.12.41 )rezultă: 
mă + kx + Nku = Fy cost (1.12.43) 
Ecuațiile (1.12.48) şi (1.12.49) se scriu în complex: 
c(ż-ú)= Nku (1.12.44) 
mă + 15 + Nk = E (1.12.45) 
Înlocuind expresiile complexe ale soluțiilor şi variabilei 
T54; sue 00). F= Fe (1.12.46) 
în aceste ecuații rezultă: 
o ihh e™ 
penat (1.12.47) 
Nk + ih 
2 —i -ið _ 
k-mo loe + Nhkuge * = Fo (1.12.48) 
Înlocuind expresia (1.12.47) în (1.12.48) rezultă: 
-i ihAge™® 
fe — m? JMe t + Mk 0 —= Fi 1.12.49 
( Mo Mar T ( ) 
Impărțind relația (1.12.49) la k şi notând: 
m l (0) h 
7 =n; = 1.12.50 
pp Tng ( ) 
se obține: 
l-n h lnet = fo (1.12.51) 
1+2 f 
N 
Rezultă amplitudinea complexă a mişcării: 
7 ( + s ) 
A= Ap = (1.12.52) 


k l-n) (v+?) 


Amplitudinea reală a mişcării este modulul amplitudinii complexe: 


(3) 
l4]= 49 = Fo N (1.12.53) 


JePe jwn 
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24 Pi 
(1+0.25) N=2 


I 1232) +0.25 (2-2) | iš 


(1+0.0625) N = 10 
2 2 
| (42 40.0625 (3—2) ] i 
(1+0.0025) 1.2 
2 2 
| (2 +0.0025 (112) ] 
0.6 
0 o 
0 0.42 0.83 1.25 1.67 2.08 25 
0 x 2.5 


Fig.1.12.12 Variația amplitudinii vibrațiilor pentru trei valori ale factorului de 
cuplare: N=/7, N=2 şi N=10 şi pentru o valoare a factorului de amortizare g=0,5. 


Reprezentând grafic amplitudinea mişcării pentru trei valori ale factorului 
de cuplare: N=/, N=2 şi N=10 şi pentru o valoare a factorului de amortizare 
histeretică egală cu g=0,5 se obțin curbele din figura 1.12.12. Se observă din 
aceste diagrame că factorul de transmitere are valori mai scăzute pentru valori ale 
factorului de cuplare N mai mari în zona frecvențelor de rezonanță. 

Forţa transmisă la fundaţie este: 

O = x + ku (1.12.54) 
sau în complex: 
O = 18 + kt = RApei(00) + Nkuge' ©) 


a EE (1.12.55) 
Q= frage ™ + Nkuge "? pic 
Ținând seama de relația (1.12.47) se obține: 
g= afi m Ea ma 
Boa (1.12.56) 
ð Sid Nk + ico( N +1) pilor-e) 
Nk + ic 
Ținând seama de notaţiile (1.12.56) se obține: 
. N+1 
_ l+ig 
O = Ap —N eiO) (1.12.63) 
18 
l+= 
N 


Amplitudinea forței transmise este: 
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O» =]0|= k4o (1.12.64) 


Se observă că aceasta nu depinde de pulsaţia forţei perturbatoare ci numai 
de factorul de amortizare g şi de factorul de cuplare N 
Factorul de transmitere se scrie în acest caz: 


| xe) 
1+|g 


pad N (1.12.65) 


a (-m2) (gjan 


Reprezentând grafic factorul de transmitere pentru trei valori ale factorului 
de cuplare: N=1, N=2 şi N=10 şi pentru o valoare a factorului de amortizare egală 
cu g=0,5 se obţin curbele din figura 1.12.13. Se observă din aceste diagrame că 
factorul de transmitere are valori mai scăzute pentru valori ale factorului de 
cuplare N mai mari în zona frecvenţelor de rezonanță. 


på 
3.2 
[ a 2 („2 e] 
(1-2) 402522) a N=1 
i 1+(0.75) 
[liA 00626] N=2 ' 
3 | 1+0.55).] ui 
[i3 0002513] N=10 
0.8 
0 o 
0.42 0.83 1.25 1.67 2.08 2.5 
0 x 2.5 


Fig.1.12.13. Variația factorului de transmitere pentru trei valori ale factorului de 
cuplare: N=/, N=2 şi N=10 şi pentru o valoare a factorului de amortizare (=0,5. 
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1.13. Izolarea antivibratorie pasivă 

Prin izolare antivibratorie pasivă se înţelege izolarea care se face de la 
fundație ca sursa de vibrații spre aparate fără surse proprii de vibraţie pentru 
diferite variante de pături izolatoare folosite. 


1.13.1 Izolarea antivibratorie pasivă în cazul utilizării 
modelului vâsco-elastic Voigt-Kelvin 


Se consideră sistemul format dintr-un corp 
de masă m legat de fundaţie cu un arc având 
constanta elastică k şi un amortizor hidraulic 
având coeficientul de amortizare c (fig. 
1.13.1). 

Mişcarea bazei se produce pe direcție 
verticală după legea : 

u = Ug COS Ot (1.13.1) 
Ecuația fundamentală a dinamicii în acest 
caz se scrie: 

mă + c(x—u)+k(x—u)=0 


u=ugcosot mă + că + kx = ug (k cos @t — cœsin œt ) 


mä + că + kx =u vk? +0? cos(@Qt— 9) 


Fig. 1.13.1 (1.13.2) 
Soluția staționară a acestei ecuații este de forma: 
X = Ap cos( Qt — 9) (1.13.3) 


Ecuația (1.13.2) se scrie în complex: 

mă + că + kz =u vk? + 202 iC) (1.13.4) 
Soluția complexă a ecuaţiei (1.13.4) se scrie: 
z = qeilor9); 2 = iq. qeil0r0); z=? Aeiler-0) (1.13.5) 
Inlocuind în (1.13.4) se obţine amplitudinea complexă a mişcării: 


alk — mo? + icobie = up Vk?” + cae i 

uo f2 De ie) (1.13.6) 
k- mo? + ic 

Amplitudinea reală a mişcării este: 


ug Vk’ + c207 ugy pf +4n207 


49 =|4]= = (1.13.7) 


Vl mo) + c202 Ji? -of + 4n? 0? 


> ÁS 
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Notând: 2 m, haz C, factorul de transmitere în acest caz are 
P P Car 
aceeaşi expresie (1.13.6) ca în cazul izolării antivibratorii active, dar exprimă 
raportul amplitudinilor celor două mişcări: 


mă jp'+4mo 1+462m? 


0 ee 2] +a02m2 


1.13.2. Izolarea antivibratorie pasivă în cazul utilizării 
modelului histeretic Voigt-Kelvin 


(1.13.8) 


În cazul vibrațiilor cu amortizare histeretică forța transmisă fundației 
conform figurii 1.12.4 este : 


x O = x + cx (1.12.12) 
Legea vibraţiilor staționare în acest caz se 
scrie: 
x = 4: cos(or = 8) 
k i = 04 sin(ot — 8) (1.12.13) 
unde : A= 


q 
2 
h 
j o m 3 
u=ugcosct l m 
şi forța Q transmisă fundației (1.12.12) se 


Fig. 1.13.1 scrie deci sub forma: 
Q = Alk cos(or - 0)- cosin(or —0)] (1.12.14) 
Amplitudinea forței transmise la fundație este: 


Vk? +h? Fy Vk? +h? 


Qo =q HI > (1.12.15) 
m 
m m 
Factorul de transmitere se scrie în acest caz: 
2 
r=2 zZ m - (1.12.16) 
0 
m 
sia a i f i seh i a dna (a) 
Utilizând coeficientul de amortizare histeretică z g şi notând n=—, 


pulsaţia relativă expresia factorului de transmitere se scrie în acest caz: 
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(1.12.17) 


Reprezentând grafic funcţia factorul de transmitere T pentru patru valori 
ale coeficientului de amortizare histeretică (g =0,1; 0,2; 0,5; 1) se obțin curbele 
de răspuns în frecvențe din figura 1.12.5. 


170.01) 
i 2° 001 


( 
1 

( 
1 

( 


—x 
170.04) 
( 2) +0.04 
170.25) 
2 
| 1-32) +0.25 


U+D 


0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 


Fig.1.12.5. Variația factorului de transmitere T cu pulaţia relativă m pentru 
diferite valori ale coeficientului de amortizare histeretică g 


Din figura 1.12.5 se observă ca şi în cazul precedent că toate curbele trec 
print-un punct fix de coordonate (n= Je, T= 1). Într-adevăr înlocuind 


n = V2 în relaţia (1.12.17) rezultă 7 =1 care este independent de factorul de 
amortizare. 


Valoarea maximă a factorului de transmitere se obţine prin anularea 
derivatei expresiei (1.12.17): 


(72) -= lg ml-ne?) => n„=1 (1.12.18) 
l-n? +e? [k-n +e] 


Se obține valoarea transmisibilității maxime: 


T,= += (1.12.19) 
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Reprezentând grafic factorul de transmitere maxim funcţie de coeficientul 
de amortizare histeretică se obţin curbele de răspuns în frecvenţe din figura 1.12.6. 


50 
50 


40 


30 


20 


0.1 0.2 0.3 
0 


0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 


x 1 


Fig.1.12.6. Variația factorului de transmitere maxim functie de coeficientul de 
amortizare histeretică g 


Din analiza diagramelor din figurile 1.12.5 şi 1.12.6 se pot trage aceleaşi 


concluzii ca şi în cazul precedent. 


1.13.3. Izolarea antivibratorie pasivă în cazul utilizării 
modelului vâsco-elastic Hooke-Maxwell 


u=ugcosot } 


Fig. 1.13.2 


Se consideră un sistem format dintr-un corp 
de masă m (fig. 1.13.18) legat de fundație cu 
un arc având constanta elastică k şi un 
amortizor hidraulic având coeficientul de 
amortizare c în serie cu un arc având 
constanta elastică k;=Nk, N- factor de 
cuplare) . Mişcarea fundației este pe direcție 
verticală după legea : 
u = ug COS Ot (1.13.9) 
Ecuația fundamentală a dinamicii în acest 
caz se scrie: 

mă + c(X—w)+hk(x—u)=0 (1.13.10) 
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Ținând seama că forța din elementul amortizor este egală cu forța elastică 
din arcul kı: 


c(x—w)= Nk(w-u) => m+ kx+ Nkw= (N +1)ku (1.13.11) 
sau în complex: mž + kz + Nkw = (N +1)kū (1.13.12) 

Înlocuind expresiile complexe ale variabilelor: 

z=4 9; wm D; T= ue (1.13.13) 


din prima ecuație rezultă: 
-i0 _ Nkug ticoAge "? 


woe 1.13.14 
9 Nk + ic ( ) 
din a doua ecuație rezultă: 
k-mo? ee + Nkwpe Î = (N +1)kug (1.13.15) 
Înlocuind expresia (1.13.14) în (1.13.15) rezultă: 
j Nkug + icoAge !? 
k — mo” Age”? + Nk — 0 =(N+Iku 1.13.16 
(e-mo AAE (NI) (1.13.16) 
împărțind relația (1.13.16) la k şi notând: 
m l (Q) O CO _ cmo (Q) 
= Pi =n; =; =2 1.13.17 
k p p n 5 G L m k 5 nő ( ) 
se obține: 
paha a ea 
1- jh le =—— uo (1.13.18) 
i 2718 4 216, 
N N 
sau: 
k-n 12E) ame em =(r+ 208 Jo (1.13.19) 


Amplitudinea mişcării este: 


+ [n A) 


l-n} + AN N+I-my 


În figura 1.13.3 sunt date variațiile amplitudinii pentru patru moduri de 
amortizare: (=0.1; (=0.2 ; (=0.4 şi (=0.8 (N=1) 
Factorul de transmitere se scrie în acest caz: 


N+1 
1+2 
T “| nG =) 


Á ta my 


49 =tio (1.13.20) 


T = 


(1.13.21) 
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6 


‘ ¢=01 


| | 1+10.4.0917] 44 
| (12) 02 h (d = 0,4 


i Lias] re 
[aose] (=08 


1+(3.2x)2 
[drasa] 1.2 


0 o 
0 0.5 1 1:5 2 2,5 3 
0 x 3 
Fig.1.13.3 Variația amplitudinii vibraţiilor pentru patru valori ale factorului de 
amortizare (=0,1; 0,2; 0,4 şi (=0,8 şi pentru o valoare factorului de cuplare N=7. 


În figura 1.13.4 sunt date variațiile factorului de transmitere (a 
amplitudinii mişcării) pentru trei valori ale factorului de cuplare: N=/, N=5 şi 
N=10 (G=0.5). 


a4 
3.2 
1+4x° 
z N=1 
a h2) ] 24 
1+(1.2x)7 N=2 
[aoz] i 
Leai] i N=10 
[Ao lu P] 
0.8 
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 
0 x 3 


Fig.1.13.4 Variația amplitudinii vibraţiilor pentru trei valori ale factorului de cuplare 
N=1; N= 5 şi N=10 şi pentru o valoare factorului de amortizare (=0,5 
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1.13.4. Izolarea antivibratorie pasivă în cazul utilizării 
modelului histeretic Hooke-Maxwell 


Se consideră un sistem format dintr-un corp 
de masă m (fig. 1.13.5) legat de fundaţie cu 
un arc având constanta elastică k şi un 
amortizor hidraulic având coeficientul de 
amortizare histeretic c=h/a legat în serie 
cu un element elastic având constanta 
elastică k; (kı=Nk, N - factor de cuplare). 
Mişcarea fundaţiei este pe direcție verticală 
după legea : 

u = Ug COs Qt (1:13.22) 
Ecuația fundamentală a dinamicii în acest 
caz se scrie: 
mă + c(X —wW)+ k(x—u)=0 (1.13.23) 

Ținând seama că forța din elementul amortizor este egală cu forța elastică 
din arcul având constanta elastică k;=Nk: 


mea a | 


Fig. 1.13.5 


c(Xx —w)= Nk(w-u) (1.13.24) 
înlocuind în ecuația (1.13.23) rezultă: 
mă + kx + Nkw=(N +1)ku (1.13.25) 
sau în complex: 
mž + kz + Niw = (N + ku (1.13.26) 
Înlocuind expresiile complexe ale variabilelor: 


z = Ageil 00); îi = pei 00): T= ue (1.13.27) 


în ecuația (1.13.93) rezultă: 
-io _ Nkug +ihApe”'? 


_ Nkuo +ihAge | 1.13.28 
woe NE ih ( ) 


iar în a doua ecuaţie rezultă: 
fk- mo? Me™? + Niwe ™® =(N +1 )kug (1.13.29) 
Înlocuind expresia (1.13.28) în (1.13.29) rezultă: 


Nkug + ihAge ”? 


(k - mo? Me™? + Nk sN iijn (1.13.30) 


Nk + îh 
împărțind relaţia (1.13.30) la k şi notând: 
m l (0) h 
SE =m; = 1.13.31 
e i m gE ( ) 
. N+1 

i a. l+ig 

se obține: l-n?) 5 Ape =—N n (1.13.32) 
1+ 1+ 
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(1.13.33) 


Sau; t-n fi Je ae” -(i+ a 


Amplitudinea mişcării este: 


| xe 

HEN 

Ao = uo 7 
Ta (N+1-n}? 


Factorul de transmitere se scrie în acest caz: 


| xe) 
1+|g 
= 40 = N 


 Vi-m) ajann 


(1.13.34) 


(1.13.35) 


Factorul de transmitere în acest caz are aceeaşi expresie ca în cazul izolării 
antivibratorii active (1.12.65) şi exprimă raportul amplitudinilor celor două 


mişcări. 
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1.14.Relaţii energetice pentru studiul vibraţiilor 


1.14.1. Cazul vibraţiilor libere neamortizate 
Ecuația diferenţială a vibraţiilor libere ale unui sistem conservativ cu un 
grad de libertate conform (1.2.2) se scrie: 
mă + kx =0 (1.14.1) 
Ținând seama că: 
dx _ di dx_ d. 


= —= = (1.14.2) 
dt dx dt dx 
şi introducând în (1.14.1) se obține: 
m:ž-dš+k-:x-dx=0 (1.14.3) 
Integrând ecuația diferențială (1.14.3) se obține: 
v xX 
[midi =- | kxax (1.14.4) 
Vo Xo 
2 2 2 2 
sau: Y oi de = o + A (1.14.5) 
2 2 2 2 
s-a obținut astfel expresia teoremei conservării energiei într-un sistem nedisipativ: 
E — Ep =- (1.14.6) 


mv? r i Ean è 
unde: £E = ER este energia cinetică a corpului la momentul t 


mv E Tue P bauk 
E, =— — energia cinetică a corpului la momentul initial (t=0 
0 Fi 8 rp t 


kx? kxe , ata ci ia 
V iaz — energia potenţială acumulată în elementul elastic la 
momentul 7: dacă se consideră că la momentul inițial : 
kx? 
x(0)=0; x(0)=vg se obține: rR (1.14.7) 


Dacă se înlocuiesc expresiile deplasării x şi ale vitezei X în relația (1.14.6): 


Vo 


x=—-sin pt;  v=X=vocospt (1.14.8) 
P 
se obține: 
mv k[v 7 k 
m feos? pt-1)=-E A sin? pt > m=— (1.14.9) 
2 2 p p? 
Dacă se exprimă cele două forme de energie în funcție de timp şi se notează: 
2 2 
mv k|v 
2 NE ORE > = V =V pin (3 (1.14.10) 
P 


se obține: 


Capitolul I —1.14. Relaţii energetice pentru studiul vibraţiilor 91 


1+ cos?pr 
E(t)= E max cos? pt= E max ua, 
i Ga (1.14.11) 
i — Cos 
V()= V min sin? pl = Knn n 
Deoarece Emax = Vmin», din ultima expresie rezultă că energia cinetică 


scade transformându-se în energie potențială şi invers (sau cele două energii sunt 
în opoziţie de fază) cu o frecvență fg = p/m de două ori mai mare decât frecvența 


vibraţiei: f = p/27. 
Integrând expresia energiei cinetice (1.14.11) pe un interval corespunzător 


A : T i A X : = A i 
unei perioade (T; =— ) şi raportând la această perioadă se obține valoarea medie: 
P 


T, 
1 FE pr E 
E, =— |n (1-cos2ptddt = FE = max 1.14.12 
m z] 2 ( P Jd n 2p max 2 ( ) 


Variația deplasării, energiei cinetice şi potențiale 10- x(t), E(t) si V(t) 
pentru următoarele valori particulare ale parametrilor este dată în figura 1.14.1: 
vp=2m/s; m=5 kg; k=500 N/m = p=10 rad/s; Ema =20 Nm (1.14.13) 


25 


Et) |v 


20 


2sin(10-t) 


10-(1+cos(200) 10 


10(1-cos(20-t)) 


E) MN) 


0 t | 


-5 -5 


Fig. 1.14.1. Variația deplasării, energiei cinetice şi potențiale funcție de timp 
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1.14.2. Cazul vibraţiilor libere cu amortizare vâscoasă 
Se consideră cazul în care rădăcinile ecuației caracteristice sunt complexe. 
Soluţia este de forma: 


2 
a + + 
x zel x+ Ada cos(pit— 00); 12?0 a VO Et: (1.14.14) 
B P1Xo 


Se consideră condiţiile iniţiale (1.14.7): x(0)=x9; *(0)=vo astfel încât 
soluţia (1.14.14) se scrie: 


poem decor pura =e™ 0 sin put (1.14.15) 
Pi 2 Pi 
Expresia vitezei este: 
ge 0 (nsin pıt + pcos pıt) sau 

á% (1.14.16) 
a 2 jn? + p’ cos(pit+9), t0 = 

Pi Pi 
La momentul de timp corespunzătoare lui: 

1 

pt+0=2knr => t, =—(2kn-90) (1.14.17) 


Pi 
valorile vitezei şi ale energiei cinetice sunt maxime: 


2 2 
-nt Yo f 2 2 2n" +B -2 
Vap 5e Ea n + Ppi => Ez; = MV9 E niar (1.14.18) 
1 


Micşorarea energiei cinetice într-un ciclu cuprins între (t, cp Lo t) este: 


2 2 
+ a = 
AE; = Expo — Ex = m Ka 2nnpa — gît ) (1.14.19) 
2pi 
Ținând seama de definiţia decrementului logaritmic: = 2n se obține: 
Pi 
2 2 -adam ) 
+ = 
AE, = mvo ra en l-e 23) (1.14.20) 
2pi 


Variația energiei cinetice maxime E,, la momentul 7, pentru 


următoarele valori particulare ale parametrilor este dată în figura 1. 14.2: 
n = 1/20; p; =1; m=0,5kg; vo =2m/ sec 


Se defineşte capacitatea de amortizare pierderea relativă de energie 
datorită amortizării ca raport dintre variația energiei pentru un ciclu şi energia 
cinetică maximă corespunzătoare începutului ciclului: 


AE 
= ——2k.100 % (1.14.21) 
Ex 
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Înlocuind expresiile celor două energii (1.14.20) şi (1.14.18) capacitatea 
de amortizare: y =100([-e-2); (1.14.217) 


unde ô= mM: 27 E este decrementul logaritmic. 
1 — 82 
Pentru acest tip de amortizare ea este constantă pentru fiecare ciclu, 
depinzând de factorul de amortizare (. 
Variația capacității de amortizare pentru următoarele valorile particulare 
(1.14.13) ale parametrilor este dată în figura 1.14.3 


l 
1 


0.8 


0.6 


1.0025(exp(—0.6283.k+0.005)) 


0.4 


0.2 


0 2 4 6 8 10 
0 k 0 


Fig. 1.14.2. Variația energiei cinetice maxime £,, 
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Fig. 1.14.3 Variația capacităţii de amortizare W cu factorul de amortizare ( 
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1.14.3. Cazul vibraţiilor libere cu amortizare uscată 
Ținând seama de relaţiile (1.4.17) în semiperioada re =), k? 
P P 
soluția se scrie: 
| = (xo — 2ka + a)cos pt — (-1)*a 


X =-p(xo — 2ka + a)sin pt 
Pentru k=/] şi k=2 se obțin soluţiile (1.4.6) şi (1.4.13): 


unde a= E (1.14.22) 


= (xp = t+ 
f (o aoni - respectiv: (1.14.23) 
X =-p(xo = a)sin pt 
uE (xo — takari -a (1.14.23) 
xX =-p(xo = 3a)sin pt 


Considerând schimbarea de variabilă: t =(k-1)n/p, keR soluţia 


(1.14.22) se scrie analitic sub forma: 
= (9 = 2int(k)a + k-1)n-(-1)* 
i (xo int(k)a a)cos( )Jn-(—-1)"a (1.14.24) 
ž=-phxo —2int(k)a + a)sin( k -1)7 
Pentru valorile parametrilor date de (1.4.19) soluţia analitică (1.14.24) se 
scrie astfel: 


x = (11 —2-ceil(k —1))cos(k —1)n—(—1)“*-V (mm) (1.14.25) 
x =—0.1 (11 — 2- ceil(k = I)sin( k — In (m/s) 
unde ceil(k)=|k]+1 si ceil(k-1)=[k] (1.14.26) 


Reprezentările grafice ale deplasării şi vitezei pentru acest caz particular 
sunt date în figura 1.14.4 (deplasarea se măsoară în mm iar viteza în dm/s) 


1 
10 


x(t) x(1) 


o 


(11-2ceil(k-1))cos[(k-1) 3.14]-(- 1)" 0) 


-(11-2ceil(k-1)) sin[(k-1):3.14] 5 


=10-10 


1 k 5 


Fig. 1.14.4 Variația deplasării şi vitezei funcție de timp 
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Ținând seama de (1.14.24), energia cinetică a oscilatorului cu amortizare 
uscată şi energia potenţială a arcului, au expresiile: 


i2 2 
=7 = "P(x —2int(k)a + a)sin( k—UnP 

în ai (1.14.27) 
-=-= z lo —2înt( ka + a)eos( a a| 


Pentru valori ale parametrilor date de (1.4.19 variațiile în timp ale energiei 
cinetice şi potenţiale date de relaţiile (1.14.27) s-au reprezentat în fig. 1.14.5: 


2 


5.(11-2ceilk-1)) 1 sin[(k-1) 3.14 ] 


n 2 
5L 1-2cei(k-D)cog(k-1) 3.14- DID | 


Fig. 1.14.5. Variaţiile în timp ale energiei cinetice şi potențiale 


Se observă din cele două diagrame că energia potențială scade 
transformându-se în energie cinetică şi invers cu o frecvență de două ori mai mare 
decât frecvența vibrației ( f =p/1), însă această transformare se face cu disipare 


de energie datorită forței de frecare. Astfel: 


> după prima semiperioadă [ = z =) (fig. 11.1.5) energia totală este: 
P 


-2 2 2 
kx 

Ep = 42 mP le -að +a2] (1.14.28) 

2 2 2 

şi variaţia față de energia totală la momentul inițial (4 = 0,5 mp’ xe ) este : 
2 

AE ot =P h-o -a} -a° mp?a(xp —a) (1.14.29) 
Lucrul mecanic al forței de frecare pentru acelaşi interval este integrala: 


T T/2p 
L= | Rax =| Rar =- |umgp( o — a )sin pt dt = ak(x9 —a) (1.14.30) 
0 0 
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> după prima perioadă (z = a (fig. 11.1.5) energia cinetică este nulă iar 
P 


energia totală este egală cu energia potențială: 
klx. 2a% 
V= aa (1.14.31) 


mp’ xg 
scăzând față de energia totală la momentul inițial |V = = cu 


k 
av= — (xo - 2a} |= 2mp?a(x9 — a) (1.14.32) 
Lucrul mecanic al forței de frecare pentru acelaşi interval este integrala: 
T 


T p 
L= [Rx =| Ridt = |umap(*o — a )sin pt dt = 2ak(x9 — a) (1.14.33) 
0 0 


Se observă că variația energiei totale este egală cu lucrul mecanic al 
forțelor de frecare, sistemul este disipativ . 


1.14.4. Cazul vibrațiilor forțate cu amortizare vâscoasă 
Soluția vibrațiilor staționare conform (1.6.14) 
x = Acos(at —0) 


Jz q re a (1.14.34) 
/(p2 — 02) tino Pa 
Dacă se înlocuiesc în relaţia (1.14.34): 
F 
Fo=qm; =L=; q=; 6, (1.14.35) 
k p P P Cer 
se obține: 
A 
a 0 ; so 
ae fe +46? =n 
l 4 i sn (1.14.36) 
sin 0 = en 


l-n} + arme 
Energia introdusă în sistem într-o perioadă este egală cu lucrul mecanic 


al forţei perturbatoare în acelaşi interval de timp: 
21 


T [0] 
Lp = | Fax= [ox =— lu cos Qt - Aosin(or Era 8) (1.14.37) 


Lp =nFoAsinð 
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Înlocuind expresia amplitudinii (1.14.34) şi expresia lui sin? (1.14.36) se 
obţine: 


21 
Lp = sn AF, (1.14.38) 
l-n? f + acm? 
Energia disipată în sistem în aceeaşi perioadă T este egală cu lucrul 


mecanic al forței vâscoase în acelaşi interval de timp: 
2T 


T o 
La = | Rdx = | Rèdt= | Ac” sin” (œt 0 (1.14.39) 
0 0 
La = TCOA? 
Se observă că expresia energiei disipate în sistem într-o perioadă depinde 


de pătratul amplitudinii (4), de pulsația forței perturbatoare şi (œ) şi de amortizare 
(c). Dacă se înlocuiește expresia lui A (1.14.34) în relația (1.14.36) se obține: 


2 
La = Tc0A’ = lata 
2 2 2-7 
A (o? -oF +4?o (1.14.40) 
LR = zn Ao Fo 


l-n? F +4t?n? 
Cele două expresii (1.14.38) şi (1.14.40) sunt egale ceea ce confirmă 
teorema conservării energiei totale a sistemului. 


4 
15000 1.5 :10 


1.2 -10 


9000 


0.4 -3.14 x 
— 1600 


(1232) 40.162 1 


6000 


3000 


0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 
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Fig.1.14.5. Variația energiei disipate în sistem într-o perioada cu pulsaţia relativă m 
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Reprezentând grafic energia disipată în sistem într-o perioadă în funcţie de 
raportul pulsaţiilor 7 pentru valorile particulare ale parametrilor 

Fo =1600; q=1600; p=40; n=8 = 4 =l; =0.2 

se obține curba de disipare a energiei din figura 1.14.5. 

Valoarea maximă a energiei disipate se obţine pentru o valoare a pulsaţiei 
sensibil mai mare decât cea corespunzătoare amplitudinii la rezonanță: 


| La E n ci piu A ei 
2 
(-m2) + 4622 (33) ran?) 


2TA Fo 
DA 
H 264 + 0 2% Faa EE h-e 


Inlocuind în expresia energiei disipate se obține o expresie în funcție de 4,: 


(1.14.41) 


> Nnr 


PTE 2nAoFo 1-6? Fo (ue, 
m 2 4 r 
(Ag? 36%) 40 (1.14.41°) 
Fi 3 
L Rm = TE (4, ) 
unde 4, = 5,49 = said e este amplitudinea vibraţiilor la rezonanță. 


26167 


Folosind diagrama de variație prezentate mai sus se poate determina experimental 
valoarea factorului de amortizare ( respective a coeficientului de amortizare c prin metoda 
punctelor de semiputere. 


Pentru 4,2 = 4, /N2. se obține Lp = Lp„/2 sau energia disipată la o 


amplitudine a vibraţiilor egală cu 4,2 este jumătate din cea maximă. 


Reprezentând grafic amplitudinea vibrațiilor amortizate în funcţie de 
pulsaţia œ pentru valorile parametrilor Fọ = 1600; q =1600; p=40, v=8 se 
obţine curba de răspuns în frecvenţe din figura 1.14.6. Linia corespunzătoare 
amplitudinii 4,2 = 4, / J2 intersectează graficul funcției A(œ) în două puncte şi 
corespunzător se obțin două pulsații e œ şi 0» aşa cum se observă şi din figură. 
Cele două puncte de intersecție se numesc puncte de semiputere. 


Cele două valori ale pulsației œ şi œ se pot calcula cu ajutorul ecuației: 
Ao 


Jh -nf + acm? 24261-67 (1.14.42) 
nt -m2h -2¢2)-8¢24-¢2)}+1=0 


Capitolul I —1.14. Relaţii energetice pentru studiul vibraţiilor 99 
Rădăcinile acestei ecuații sunt: 
(A) (A) 
n = si n, =— (1.14.43) 
P P 


mud hfi- a) 
P 


2p 
Deci cu ajutorul punctelor de semiputere se poate determina de pe 


(1.14.44) 


; ; c ă ag ; 

diagrama A(0) factorul de amortizare  =—. O altă posibilitate de determinare 
C 

a factorului de amortizare cu ajutorul diagramei &(0) este măsurând valoarea 


factorului de amplificare maxim: 


eT n = —— 1.14.45 
Ch A E 2% >% de ( ) 


y% 
4-0.24/1—0.04 


1 
2-0.24/1-0.04 


Fig.1.14.6 
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1.14.5. Puterea medie, instantanee, activă şi reactivă 
cazul vibraţiilor forţate cu amortizare vâscoasă 


Puterea medie dezvoltată de sursa de vibrații este raportul dintre energia 
introdusă în sistem într-un ciclu (1.14.35) şi perioada T: 
_ Lp _nFoAsinð _ 1 


Nm T în E s OASE (1.14.46) 
(0) 
Ținând seama de expresia (1.14.37): 


sinð = 


Aio = aon (1.14.47) 
de? of +4n?0? d-n? +4°n? 


şi de relația (1.14.34): 


A= Fo = AG (1.14.48) 
mp? -of +4n207 d-n? +46? 
expresia puterii medii dezvoltate de sursa (1.14.46) se mai scrie: 
Nn = cn ——0Fo4g 
l-n} Hi d (1.14.49) 
Nm = n PFo4o 


Puterea medie disipată în sistem este raportul dintre energia disipată în 
sistem într-un ciclu (1.14.38) şi perioada T: 


NISE n OAF, (1.14.50) 
T (om) +a? 
S-a obținut acceaşi expresie a puterii medii dezvoltate ceea ce 
demonstrează teorema conservării energiei. 


În figura 1.14.7. se reprezintă puterea medie dezvoltate de sursa (1.14.49) 
pentru valorile parametrilor: 
Fọ =1600; q=1600; p=40; n=8 = Aọ=1; =0.2 
Pentru valorile parametrilor: œ= p =40 (m=1); 0=n/2 aşa cum 
rezultă din figura 1.14.7 puterea medie dezvoltată de sursă (egală cu cea disipată) 
are valoarea maximă: 


2 
N, = En pF, A, = 80.000 (1.14.51) 
l-n} acm? 
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8-10 
80000 
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2 
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Fig.1.14.7. Variația puterii medii dezvoltate de sursa cu pulsaţia relativă 


Puterea instantanee dezvoltată de sursă la un moment dat se scrie: 
1 1 
N =F -x = —FyAocosal sint —0) = — Fo Awsinð —— Fo Aosin(2ot — 0) 
2 2 
i (1.14.52) 
>N=N,„ ma AOAN- 0) 


2 
1 

N = pF940 n - J 
l-n} +4? ? J- +46? 
Puterea instantanee dezvoltată de sursă este o funcție armonică ce variază 
în jurul puterii medii cu o pulsație de două ori mai mare decât pulsația vibrațiilor 
staționare. Valoarea maximă şi minimă a puterii instantanee dezvoltată de sursă 

este: 


sin(2@t-0)| (1.14.52) 


N 


max 


= 1 F Aol + sin); 
i (1.14.53) 
N nin = -5 740l — sin0) 


Pentru valorile parametrilor: œ= p=40 (n=1)= 0=n/2 puterea 


instantanee are expresia analitică: 
N(1) = 80000 (1 + cos 807) (1.14.54) 
şi variația pulsatorie este reprezentată în figura 1.14.8 
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1.610 
160000 
5 
1.2810 
4 
9.610 
80000-(1--cos(804)) 
80000 1 
===> 4 
6.4-10 
4 
3.210 
0 
0 0.1 0.2 0.3 
o t 0.4 


Fig.1.14.8. Variatia puterii instantanee cu pulsatia relativă 


Expresia puterii instantanee dezvoltată de sursă la un moment dat 
(1.14.52) se mai scrie: 


N =l dolini- sin(20t — 20 + 0 )]=> 
2 (1.14.55) 


N= Z Fudosin oll — cos(2%t - 20 )]- 2 Fdocos B|sin(2or —20)] 


Primul termen al relaţiei (1.14.55) corespunde puterii disipate de 
elementul amortizor. 


N, = că? =c 4? sin? (at —0) = Leo? 42] - cos(20t — 20 )] 
: (1.14.56) 


> N, = Z Fodosin oll- cos(20r —28)] 


E . F 
unde s-a ținit seama de relația: cœ = =p (s) (1.14.57) 
Amplitudinea acestei puteri se numeşte putere instantanee activă: 


N 


act > 


Z FAosino (1.14.58) 


Al doilea tremen al relației (1.14.55) corespunde puterii disipate de masa 
m şi de elementul elastic: 
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N, = (mă + ka )i = —042(k — ma? )- cos(@t —0): sin(@t — 0) 
(1.14.59) 


= N, = -T Fo4ocosehin( 2 — 20)] 


unde s-a ţinut seama de relaţia: [i — ma? z ft coso (1.14.60) 


Amplitudinea acestei puteri se numeşte putere instantanee reactivă: 


1 
N react = a TAOS (1.14.61) 
Ținînd seama de expresiile lui A, sin O şi cos 0 relațiile de mai sus se scriu: 
2 
Nae = PFo4o ( 2 2 22 
l1- +4 
i En (1.14.62) 


y -PFođo  nl-n?) 
react 2 l -n2F +462? 


În figurile 1.14.9, 1.14.10 şi 1.14.11 se prezintă puterea instantanee activă 
şi reactivă dezvoltate de sursa pentru valorile considerate mai sus ale parametrilor: 


F) =1600; q=1600; p=40; (=0.1; G=0.2 si (=0:5 


1.6 
160000 


—80000 -g -10 
0 x 
Fig.1.14.9. Variația puterii instantanee active şi reactive cu pulsaţia relativă 
pentru € =0,1 
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20000 $° 
6-10% 
j 410 
64000 (oa 

(132) 44.0.0422 

— 210 
32000 li) 

2 


(1x2) 40.04 


-210 


—40000- 4 .1 of 


0 x 5 
Fig.1.14.10. Variația puterii instantanee active şi reactive cu pulsația relativă 
pentru ģ =0,2 


32000 


64000 
(1-2) +4 0.252 


x (122) 


(122) 44.025. 


—16000-1.6-10% 


0 x 5 
Fig.1.14.11. Variația puterii instantanee active şi reactive cu pulsaţia relativă 
pentru  =0,5 
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1.14.6. Relaţii energetice pentru cazul vibraţiilor 


forţate cu amortizare histeretică 
Soluţia vibrațiilor staționare cu amortizare histeretică conform (1.7.8) este: 


x = Acos(or — 0); tgð= 3 (1.14.44) 
m — 0) 
unde: amplitudinea reală a mişcării staționare este: 
= d = Ao (1.14.45) 
2 2 2 
j o) (2) IE l +g 
m 

F h 
unde: A=co; M=gm; M= =L; q=®; g=. (1.14.46) 

k p p k 


Energia introdusă în sistem într-o perioadă este egală cu lucrul mecanic al 
forței perturbatoare în acelaşi interval de timp: 
21 


T [0) 

Lp = | Făx= | Fide = — [Fo cos Qt - Aosin(or — 8) (1.14.47) 
0 0 

Lp = kyAsin0 


Energia disipată în sistem în aceeaşi perioadă este egală cu lucrul mecanic 


al forţei vâscoase în acelaşi interval de timp: 
21 


T Q 
Eg SAE Ra e sin? (Œt — Or (1.14.48) 


Lp =TCOA? = ThA? 
Cele două energii (introdusă şi disipată în sistem) sunt egale: 


e-t) (1.14.49) 


Fo A sin 0 = ThA? > sinð = 


= 190 = 
mlp? — 0? 


Se observă că expresia energiei disipate în sistem într-o perioadă pentru 
acest tip de amortizare depinde numai de pătratul amplitudinii (4), deoarece 


nhAQ 
l-m +g? 
Reprezentând grafic energia disipată în sistem într-o perioadă în funcţie de 


raportul pulsaţiilor 7 pentru valorile particulare ale parametrilor: 
Fo =1600; q=1600; p=40;  h=800=> 4y=l; g=0.5 


h=c@= constant: Lg = ThA? = (1.14.50) 
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se obține curba de disipare a energiei în frecvenţe din figura 1.14.12 


4 
10000 1210 


8000 


6000 
800 -3.14 


(1-2) +025 


4000 
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 
0 x 4 


Fig.1.14.12. Variația energiei disipată în sistem într-o perioadă în funcție de pulsatia 
relativă 
Ca şi în cazul amplitudinii maxime, energia maximă disipată în sistem într- 
o perioadă se obține pentru valoarea pulsației forței perturbatoare œ = p indiferent 
de valoarea coeficientului amortizării histeretice v. Valoarea maximă este: 


Lam = =nh(4, Ý (1.14.51) 
deoarece conform relației (1.7.14): 
| 
E z F ŞI A, = Abm 


Pentru 42 = 4, /N2 se obține Lp = Lp„/2 sau energia disipată la o 
amplitudine a vibraţiilor egală cu 4,2 este jumătate din cea maximă. 

Reprezentând grafic amplitudinea vibrațiilor amortizate în funcţie de 
pulsaţia œ pentru valorile particulare de mai sus ale parametrilor se obține curba de 
răspuns în frecvențe din figura 1.14.13. Linia corespunzătoare amplitudinii 
A =A4,/ J2 intersectează graficul funcției A(%œ) în două puncte şi corespunzător 
se obţin două pulsaţii > şi @ aşa cum se observă şi din figură. Cele două puncte 
de intersecţie se numesc puncte de semiputere. 

Cele două valori ale pulsației œ şi o» se pot calcula cu ajutorul ecuației: 

Ao Ao 


= => 
i -nf +g? v2g (1.14.52) 


l-e =2 >n =- ; N =y1 +g 
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V 0.8 


0.4 


0 0.5 1 i 2 i 3 3.5 4 
o, œ 15 2 2.5 
0 x 4 
Fig.1.14.13. Metooda punctelor de semiputere pentru determinarea 


factorului de amortizare g 


Diferența celor două rădăcini este: 


i-mi E Ari ev 5> gan (1.14.53) 
P 


P 
Deci cu ajutorul punctelor de semiputere se poate determina şi pe 


diagrama A(w) factorul de amortizare histeretică g. 
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1.15. Modele reologice ale elementelor 


vâscoelsatice folosite în izolarea antivibratorie 

Cele mai folosite elemente în izolarea antivibratorie sunt cele din cauciuc 
natural sau sintetic datorită proprietăţilor lor elastice legate de fiabilitate şi 
mentenabilitatea maşinilor. Capacitatea acestui material de a absorbi o cantitate 
importantă din energia vibrațiilor mai ales la trecerea prin zona de rezonanță face 
posibilă folosirea lor şi ca elemente amortizoare. 

Alte avantaje ale utilizării cauciucului sunt: elementele elastice ce folosesc 
cauciucul sunt mai stabile decât arcurile din oțel, au o reziliență mai mare factorul 
de amortizare este mai mare decât la oțel, transmiterea zgomotului prin aceste 
elemente este mai mică datorită vitezei de propagare de circa 100 de ori mai mică 
decât cea prin oţel, modulul de elasticitate este mai mic ceea ce asigură izolarea 
sistemelor mecanice având pulsații proprii mai mici făcând posibilă evitarea 
zonelor de lucru de rezonanță. 

Dintre dezavantaje se pot enumera: influenţa negativă a factorilor de 
mediu şi a produselor petroliere asupra proprietăților elastice şi de amortizare, 
influența temperaturii fiind hotărâtoare, dat fiind faptul că aceste elemente se 
încălzesc foarte puternic la funcționarea în zona de rezonanţă, şi nu în ultimul rând 
îmbătrânirea care apare după o durată de 5-20 de ani care duce la scoaterea lor din 
funcțiune. 

Legile corpurilor elastice (Hooke) sau ale lichidelor vâscoase (Newton) 
arată că la aplicarea unor forțe corespunde o anumită deformaţie şi viteză de 
deformare, noua stare de echilibru realizându-se instantaneu. 

Materialele de tipul cauciucului se comportă ca materiale de tip 
vâscoelastic pentru care legile de mai sus nu se mai respectă: există un anumit timp 
de „reacție? sau întârziere între momentul aplicării forţei şi cel al răspunsului 
(deformație) care se caracterizează prin trei factori: variaţia în timp a deformaţiei 
realizată cu o forță constantă, variaţia în timp a efortului necesar pentru a menţine 
o deformaţie constantă (relaxarea forţei) şi diferenţa de fază dintre efort şi 
deformaţie în cazul solicitărilor armonice. 

Pentru modelarea acestor tipuri de materiale se folosesc diferite tipuri de 
modele reologice care au la bază cele două tipuri: Modelul Hooke al elementului 
elastic liniar şi modelul Newton al elementului vâscos liniar ce sunt prezentate în 
continuare. 

În cazul materialelor vâscoelastice se poate scrie o relaţie diferenţială 
generală între tensiuni şi deformaţii care integrată pentru diferite moduri de 
încărcare furnizează legea de variaţie a deformațiilor în timpul aplicării sarcinii şi 
după aceea. Această lege se scrie: 


a00 +46 +a Ö +... =boE +4È + aË +... (1.15.1) 
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1.15.1. Modelul elastic liniar Hooke 


Pentru acest model în baza legii lui Hooke se poate scrie o relație liniară 
între tensiunea aplicată şi deformația rezultată (fig. 1.15.1): 
o = Ee (1.15.2) 
unde: E este modulul de elasticitate al materialului 


k (07 


NW 


Fig. 1.15.1 


1.15.2. Modelul vâscos liniar Newton 
Pentru acest model în baza legii lui Newton se poate scrie o relație liniară 
între tensiunea aplicată şi viteza de deformație a elementului deformația rezultată 
(fig. 1.15.2): 
o=ìÀ¢ (1.15.3) 
unde: A este coeficientul de vâscozitate al mediului 


Fig. 1.15.2 


1.15.3. Modelul vâscoelastic Voigt-Kelvin 
Acest model este format dintr-un element elastic liniar Hooke şi un 
element vâscos liniar Newton legate în paralel (fig. 1.15.3). 


k 
MW o 
€ 
c 
Fig. 1.15.3 


Cele două elemente au aceeaşi deformație € iar tensiunea © este egală cu 
suma tensiunilor din cele două elemente, deci între tensiunea aplicată şi deformația 
elementului se poate scrie următoarea relație: 

o = Ee+it (1.15.4) 


Capitolul I — 1.15. Modele reologice ale elementelor vâscoelastice 110 


1.15.4. Modelul vâscoelastic Maxwell 


Acest model este format dintr-un element elastic liniar Hooke şi un 
element vâscos liniar Newton legate în serie (fig. 1.15.4). 


k 
ALEE > 


€ 
Fig. 1.15.4 


Tensiunea 6 în cele două elemente este aceeaşi iar deformația e este egală 
cu suma deformațiilor din cele două elemente: 
O =0, = Eey — 6 = Eê, 
6=0, =A£. (1.15.5) 
E=E, tre. & =È, +i, 
Înlocuind prima şi a doua relaţie în cea de a treia se poate scrie următoarea 
relație diferențială între tensiunea aplicată şi deformația elementului: 


i=242 o ò+Žo= Fė (1.15.6) 


1.15.5. Modelul vâscoelastic Hooke-Maxwell 


Acest model este format dintr-un element elastic liniar Hooke şi un 
element vâscoelastic Maxwell legate paralel (fig. 1.15.5). 


kı C3 
NW 2 
Ss — 
€ 
k2 = 


Fig. 1.15.5 


Tensiunea 6 în cele două elemente (k; şi c3) este aceeaşi iar deformația € 
pentru cele două elemente Maxwell este egală cu suma deformațiilor . 

Se pot scrie următoarele relaţii de echilibru şi de continuitate pentru 
elementul Hooke-Maxwell:: 

0=0; +037; Ok 5063 50]; Ok2 = 62 

Gu SEE Og SAME Opa = E»Ep2i 

e ee ia, (1.15.7) 
E= E; HE3 — E = Ep tea 


€ = €> 
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Eliminând €p,€c3;Ey din relațiile (1.15.7) se obțin următoarele relații 
diferențiale echivalente : 
E£; + E»e=0 = En +E, = 


EE; = Aa => èz +E,£=0 Steer (1.15.8) 


E, +E, = => E(¿-.3 )+ EÈ =6 
Înlocuind a doua relație (1.15.8) în ultima se obține relația diferențială 
între tensiunea şi deformația elementului pentru elementul Hooke-Maxwell: 


E 
E€ +A] + —2 E (1.15.9) 
E E 


1.15.6. Modelul vâscoelastic liniar generalizat (Voigt- 
Kelvin- Hooke) 


Acest model este format dintr-un element elastic liniar Hooke şi un 
element vâscos liniar Newton legate în paralel (fig. 1.15.6). 


kı 
kz 
Tw VVV = 
C3 € 
Fig. 1.15.6 
Cele două elemente Voigt- Kelvin şi Hooke au aceeaşi tensiune © iar 
deformația € este egală cu suma deformaţiilor celor două elemente. 
Se pot scrie următoarele relații de echilibru şi de continuitate pentru 
elementul Voigt- Kelvin - Hooke : 
O = Ok +03 = 09; 
Oz = EEr Oc SAE: Op =E»tpi 
kl ISe 93 TAE? Ok2 2Ek2 (1.15.10) 
Ea Ec 9 Em tE 
€ = Er + Ep 
Eliminând €,,€.3,€yp din relaţiile (1.15.10) se obţin următoarele relaţii 
diferențiale echivalente : 
f G G 
E £p tao Mra esa te 
Š i (1.15.11) 


Ek = Ec3 idle m: iii E 
2 
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inlocuind a doua şi a treia relație (1.15.11) în ultima se obţine relația 
diferențială între tensiunea aplicată şi deformația elementului pentru elementul 
Voigt- Kelvin — Hooke: 


E 
fese alia 1 ici o (1.15.12) 
E2 | E 


1.15.7. Modelul vâscoelastic Voigt-Kelvin generalizat 
Acest model este format din n elemente Voigt Kelvin legate în serie (fig. 
1.15.7). 


Fig. 1.15.7 


Ka 


Se pot scrie următoarele relaţii de echilibru şi de continuitate pentru 
elementele Voigt- Kelvin înseriate: 


Op +Oa =0; Op E Oa = AÈ 
Ok2 +0 =0; Oy = E282; Oc2 = AnE2 

(1.15.13) 
On + Oc = 0; On = EpEjis Oen = Aa 


E=€E, +E, +E; +... +E, 
Eliminând €;,€3,€3,... din relațiile (1.15.13) se obține următoarea ecuație 
operațională de stare: 


1 
=) n n E, 
o=| E, +> E e=} e, e e=0}— = (1.15.14) 
ðt k=l kafi Àk 
[+ 
E, ot 
Pentru n=2 se scriu următoarele relații de echilibru şi de continuitate: 
Cu tOa =6; Op SEE; Ga SME 
Ok2 Oc? =0; Op2 = E282; Oez = E 
€=€ +£, & =È +È, (1.15.15) 
insu mind 


E =0 I/E; 


E» €» +È, =0 L/£ 


Îi aa l1 1l 
> e+|—ė +—ė, |=0| —+— 
E E, E E, 
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Punând condiția suplimentară €, =£, = pi 
Eu A 
Sa (ceace) L (1.15.16) 


1.15.8. Modelul vâscoelastic Maxwell generalizat 


ultima relație (1.15.15) devine: 


Acest model este format din n elemente Maxwell legate în paralel (fig. 1.15.8). 


kı Cı 


Fig. 1.15.8 


Deformaţia £ în cele n elemente este aceeaşi iar tensiunea © este egală cu 
suma tensiunilor din cele două elemente. Se pot scrie următoarele relații de 
echilibru şi de continuitate pentru elementele Voigt- Kelvin : 


Oky =9a 50]; Op ZEE Oa = ME 

Ok2 +0 =037; Ok2 = E£; Ooa = E 

Ok n Ft Sen = 0; On = Eni Oen = An 

O0=0; +0, +03 +..+0, (1.15.17) 
E€ = Eik F Eke 


E2 = Ezk F Ere 


En = Enk Enc 
Eliminând £€;,€2,€3,... din relațiile (1.15.17) se obține următoarea ecuație 
operațională de stare: 
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. Ök Ok i 1 1 9 
E, + e =| —+— o 


E, (1.15.18) 


>0=€ 
Ap ot 


Pentru n=2 se scriu următoarele relații de echilibru şi de continuitate: 
Ok 50a 50]; Og = E8; Ga =È 

Ok2 tO2 = 07; Op = E82; Oc = Ant2 

EEE tE © =g te 

E=E Teze © È= +È 


Eea ipea io (1.15.19) 
E M BREE N, ci 
è E 

A (0) G > 2 

¿=+  |E)6=6,+-—20, 
E» Aa Aa 


i ; E E 
Insumand = E(E,+E,)= ef irei tatea) 
1 2 


Punând condiția suplimentară o, = O6) = = relația (1.15.15) devine: 


CE pare] (1.15.20) 
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1.16. Impedanţa mecanică 


În cazul unei mişcări vibratorii cu amortizare vâscoasă ce utilizează 
modelul Voigt-Kelvin (fig. 1.16.1) ecuaţia diferențială în complex se scrie: 


F, 
îi EL e E alai (1.16.1) 
m m 


F= Fo cos œt 


c 


Fig. 1.16.1 —> 


Soluția staționară a ecuației (1.16.1) este: 

Z= ae ®9) = Ae (1.16.2) 
Derivând relația (1.16.2) şi introducând în ecuația (1.16.1) se obține: 
iot iot — Fo pie! 


~ . j C ~ ~ 
-0 Aei” +i oe + p de 
m 


pF (1.16.3) 
> G -0° Ho 
m m 
Se obţine astfel amplitudinea complexă a mişcării: 
4=—— f = io Si (1.16.4) 
m(p“—0")+ico k-mo+ico Ke 
unde: Kc =k— ma? +ico (1.16.5) 


este constanta elastică complexă. 
Inversa constantei elastice complexe se numeşte receptanță complexă: 


L fo (1.16.6) 
Kc k-mœ +ico 


Pentru valoarea forței perturbatoare œ= p=Ẹ4k/m constanta elastică şi 
receptanța complexă sunt pur imaginare: 
= 1 i 
Kc =ic®%; = =-— (1.16.7) 
Kc CO 
Viteza şi acceleraţia vibrației staționare complexe sunt date de: 
2 = Aine (1.16.8) 


ž=-40 e (1.16.9) 
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Se notează amplitudinea complexă a vitezei şi accelerației respectiv cu: 
d =i0ă şi 4=-02Ă (1.16.10) 
Înlocuind valoarea amplitudinii complexe A în prima relație (1.16.10) se 


obţine amplitudinea complexă a vitezei: 


S OF, F, F, 
Janmi E 0 =i (1.16.11) 


T 7 
k — mo” + co emo] Ze 
m 


— Fo 
pi 
este impedanța mecanică sau rezistența complexă şi reprezintă raportul dintre 
valoarea amplitudinii forței complexe şi amplitudinea vitezei complexe a corpului. 
Inversa impedanţei se numeşte mobilitate complexă: 
1 1 


Za c-am) 
(0) 


Pentru valoarea pulsaţiei forţei perturbatoare egală cu pulsaţia proprie 


(1.16.12) 


unde: Ze=et|om-4] 
0) 


(1.16.13) 


k. RODES Ha p 
œ= p =,|— impedanţa mecanică şi mobilitatea complexă sunt reale: 
m 
AET EEN (1.16.13) 
Ze c 
Înlocuind valoarea amplitudinii complexe A în a doua relaţie (1.16.10) se 
obține amplitudinea complexă a accelerației: 


2 
S F, F, F, 
== 0 zo (1.16.14) 

k -mo^ +ico) PLA pa Mc 
o? 0 
CZ k „C 0 
unde Mç=|m-—- |-i—=— (1.16.15) 
o? o J 

este masa complexă sau masa aparentă. 

Inversa masei complexe impedanţei se numeşte inertanță: 

Aa : (1.16.16) 


Mc aoo 
(Q) (Q) 


z [k : oa 
Pentru rezonanță (œ= p =,|— ) masa complexă respectiv inertanța sunt 
m 
mărimi pur complexe: 


Mc=-i£; zi (1.16.16) 
(0) 
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Impedanța mecanică respectiv moblitatea complexă sunt mărimile cele 
mai utilizate în studiul vibraţiilor sistemelor mecanice. 
Pentru sistemul din figura 1.16.1 se poate defini o impedanţă a 


; 3 ; a ; > k . ; 
amortizorului: Ze = c, o impedanţă a elementului elastic: ZE =—i— ŞI respectiv 
O 


o impedanţă a corpului: Za = im aşa cum rezultă din tabelul 1.16 


Tabelul 1.16 


Ecuația de Viteza în Impedanţa 
Element echilibru complex 
dinamic în 
complex 
P-ro kz = Foo" = pe zk _Foe™ k -£f 
= Fo | Ga a a 
k = ioFge k Z IO 
k Z 
= i Sa iot 1 i iot 
F = Foeio! cz = Foe z=- oi Ze — Foe D 
E Ş o 
Z 
c Z 
F= Fe z F e 1 | Fei! 
mž = Foe pe Fye™| zm Eo iw 
Aj = iom ia E EA 
m 
Z 


În cazul unui sistem cu amortizare elastovâscoasă ce utilizează modelul 


Voigt-Kelvin 


fig.1.16.2, cele trei impedanţe fiind legate în paralel. 


A F = Foeie 
—p Fig. 1.16.2 
E 


In acest caz deplasările capetelor celor trei elemente sunt aceleaşi iar forța 
armonică este în echilibru dinamic cu cele trei forțe: 


Zk > Ze > Zm 


Rye =F, +F, +E, e Zoz= Zi, + 282, + 2, 


= Zp Ze 2 2m 


prezentat în figura 1.16.1, schema impedanţelor este dată în 


(1.16.17) 


În cazul legării în paralel impedanţa sistemului se calculează astfel: 
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E DOE Ra k _ 
Zo=Zé 2br2e serm- ) F = Fe (1.16.18) 


F z= Fyeie! 


Fig. 1.16.3 = 


Pentru sistemul cu amortizare elastovâscoasă ce utilizează modelul 
Maxwell prezentat în figura 1.16.3, schema impedanţelor este dată în fig.1.16.2, 
cele trei impedanţe fiind legate în paralel. 


k c m P iot 
A F=Fye 
NAN EEE ŢI ” 
— 


Fig. 1.16.4 


În acest caz deplasarea punctului de aplicaţie al fortei armonice este egală 
cu suma deplasările capetelor celor trei elemente iar forţa armonică este aceeaşi în 
cele trei elemente: 

Z=Zķ Ze tZm 22 +2 tm 
Fe pt Fe Fy Fe (1.16.19) 
— = + + 
zk Fc zm 
Ze Ze Ze Ze 
În cazul legării în serie impedanţa sistemului se scrie: 
1 1 1 1 fœ 1 1 
z ep a hea i. + (1.16.20) 
Z ZE Ze ZE k mo] c 
Pentru sistemul cu amortizare elastovâscoasă ce utilizează modelul 


prezentat în figura 1.16.5, masa şi amortizorul sunt legate în paralel (au aceeaşi 
viteză), ambele fiind legate în serie cu arcul. 


LLL LLR ALLL LLA 


pepeni 


Fig. 1.16.5 
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Schema impedanţelor este dată în fig.1.16.6. 
/ ELA A Ape 


Fig. 1.16.6 


Deci impedanţa se calculează conform relaţiei: 
1 1 1 KO) 1 
= =i—+ 


= =: = 
Zo ZŁ Zę+Žť k c+imo 


(1.16.21 
o k-mo? + ic ) 


= Žo k(c + im) 


Pentru verificare nse va calcula impedanța sistemului ca raportul dintre 


forța complexă F şi viteza complexă u a capătului din stânga al arcului: 
Ze = — (1.16.22) 


unde: F = k(u- z) este forța complexă care acționează în elementul elastic 
Ecuația diferenţială a mişcării în complex se scrie: 
mă + cî =—k(z—u) o kļu-z)=mž+cż (1.16.23) 
unde:  u=iu (1.16.24) 
este viteza complexă a capătului din stânga al arcului 
z= dei0!, 2 = Az este deplasarea respectiv viteza în complex a corpului 
Pentru a obţine forța complexă se înlocuieşte în relația (1.16.23) 2 = iœ@ż 
şi se obține: 
F =k(u—z)=2(i0m+c) (1.16.25) 
Ținând seama că:  k(u—2)=iok(u — z) se obține: (1.16.26) 
k(u -2)=io îlimo+c) > ú= k mo? sa  (1.16.27) 
Înlocuind expresia forței complexe: F = k(u — 2)= 2(imo+ c) şi a vitezei 
complexe (1.16.27) în relaţia (1.16.22) se obține aceeaşi relaţie (1.16.21): 
7 2 F 2 z(e + im) E k(e + ima) (1.16.28) 


C . 5 2 à 
ú ż ; = 
Z (k- mo? +ico) k — mo^ + ioc 


Impedanţa mecanică calculată astfel se mai numeşte impedanță locală 
întrucât exprimă raportul celor două mărimi (amplitudinile forţei şi vitezei 
complexe) măsurate în acelaşi punct . 
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Atunci cele două mărimi (forța şi viteza) se măsoară în puncte diferite, 
raportul celor două mărimi se numeşte impedanţă de transfer. 

Pentru exemplul din figura (1.16.5) se determină impedanţa de transfer 
între punctele situate la capetele arcului cu ajutorul relaţiei: 


ze aF ermo) iio (1.16.29) 
Z Z 
Pentru sistemul cu amortizare elastovâscoasă ce utilizează două modele 
Voigt-Kelvin prezentat în figura 1.16.7, format din masa mi, arcul 1 (kı) şi 
amortizorul 1 (cı) sunt legate în paralel (au aceeaşi viteză), fiind apoi fiind legate 
în serie cu arcul 2 (k) şi amortizorul 2 (c2) legate între ele în paralel. Schema 
impedanţelor este dată în fig.1.16.8. Impedanţa se calculează conform relaţiei: 


1 ú 1 1 


== 2 — = += — 
F O ZO ZO Za ZE +E 


(1.16.30) 


Fig. 1.16.8 


Impedanța de transfer între punctele situate la capetele arcului k) şi 
amortizorului c2 se deteremină astfel: 
zr _ F k 
ZE ==> =c, -i (1.16.31) 
Z (A) 
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Pentru sistemul vâcoelsatic Hooke Maxwell format dintr-un corp de masă 
m (fig. 1.16.9) legat de fundație cu un arc având constanta elastică k şi un element 
elastovâscos Maxwell format dintr-un amortizor c legat în serie cu un element 
elastic k; , schema impedanţelor este dată în fig.1.16.10 


Fig. 1.16.10 


Impedanţa se calculează conform relației: 


(1.16.32) 
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1.17. Aplicaţii 


1.17.1. Turaţia critică a arborilor drepţi 

Vibraţiile flexionale ale arborilor sunt rezultatul unor forţe de inerție 
datorate excentricităților maselor aflate în mişcare de rotaţie. Pentru o anumită 
turație a arborelui (numită turație critică) se produce fenomenul de rezonanță. În 
general (în afara zonei de rezonanţă) amplitudinea vibrațiilor depinde de modul de 
rezemare, de caracteristicile geometrice ale secțiunii, de caracteristicile elastice ale 
materialului şi de turaţia arborelui. 

Modelul matematic utilizat este un arbore de secțiune circulară constantă 
(D) pe lungimea lui rezemat la capete pe care este montat un volant de masă m 
având excentricitatea d față de axa arborelui. Sub acţiunea forțelor de inerție şi a 
forţelor elastice se obţine schema de încărcare din figura 1.17.1. 


m 


SAS N NS 


Fig. 1.17.1 


>q 


Fig. 1.17.2 
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Se alege sistemul de referință fix O.xuy. cu originea situată pe direcția axei 
lagărelor şi sistemul de referință mobil Oxy legat de volant având originea O pe 
axa volantului şi axa Ox trecând prin centrul de greutate C al volantului: OC=d 

Considerând că asupra volantului 
AY: X . De A A 
acționează şi forțe de amortizare vâscoase, 
ecuația vectorială a mişcării centrului de 
greutate al volantului față de sistemul de 
referință fix Ouxuy. se scrie: 
mic =—cř -kr (1.17.1) 
unde vectorul de poziție al centrului de 
greutate se scrie (fig. 1.17.3): 


rc =r+0C (1.17.2) 
Relația vectorială (1.17.2) se scrie în 
proiecții pe axele sistemului fix O,xuy. 


astfel: 
Fig. 1.17.3 
xc =x+d cos Ot žc =ï- 07d cos Ot 
i (1.17.3) 
yc =y+d sinoat ïe = —o02d sin ot 


Ținând seama de (1.17.3) ecuația vectorială (1.17.1) se scrie în proiecții pe 
axele sistemului Oxy astfel: 


mii + că + kx = mod cos Ot 
(1.17.4) 


my + cý + ky = mad sinat 
Cele două ecuații reprezintă partea reală şi imaginară a ecuației 
diferențiale în complex: 
mă + cż+ kz = mod e '™ (1.17.5) 
Această ecuație admite soluția staționară de forma: 
z=ã(cos(@t-ọ)+isin(@t-¢))= et 9) 
= iz (1.17.6) 
i( 01-09) — 


i = iăei 2-0) 
2 =-—oăe —0z 
Inlocuind în ecuaţia diferențială (1.17.5) se obține: 


(- mo? +ic@+k ieior-ie = mdo?eie! 
(mo rico+ ki = mdo?ei? (1.17.7) 
mda ei? 


> d= TA 
k- mo^ +ic® 
rezultă amplitudinea reală a mişcării: 
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mdo? do? 


Jin mo P +c) |: îi G 
m m 


k 
Notând: —=p?; Otn; On 
m m p 


a=|ă|= 


Se obține amplitudinea reală a mişcării a sub forma raportului: 


a n? 


d Ja-n? P atm 
Vibrațiile staționare după cele două direcții se scriu: 


n? 


JA -n? P +(2tn) 
n? 


Ja- +m 


x=a:cos( 01 —09)= 


dcos(ot—9) 


y =a-sin( 0t—Q9)= 


d sin(Ot — 9) 


unde: 

co 26n 
[A —— = 
mpa?) n? 
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(1.17.8) 


(1.17.9) 


(1.17.10) 


(1.17.11) 


(1.17.12) 


Punctul O descrie un cerc cu centrul în O, de rază a deoarece avem: 


2 


x=acos( Or — 
| ( 9) © xX +y =a 


y=asin( 0t- Q) 
Conform relațiilor (1.17.3) punctul C este de coordonate: 


n? 


[a-n +26)? 
n? 


[1-n? 2 +260)? 


deci distanța R=O0O,C se scrie: 


xç = X+dcosat = 


d cos( Ot —  )+ d cos œt 


d sin(0t —9)+d sinoat 


yc = y +d sinat = 


4 


+ 
(1-0? P} +2) Ja-n? Ptn) 
Înlocuind în relația (1.17.14) expresia: 
1-n? 


Vl) + 2îmy 


2 
met =a n +1 ALY 


cosọ= 


se obține raza R corespunzătoare punctului C sub forma raportului: 


R_ 1+(2¢m)? 
d d-n? +2) 


(1.17.13) 


(1.17.14) 


(1.17.15) 


(1.17.16) 


(1.17.17) 
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Se observă că această distanță este constantă în timp, deci punctul C 
descrie tot timpul un cerc de rază R. Dacă se egalează cele două raze a şi R se 
obține valoarea pulsaţiei relative mo: 


nt =1+(2£m P ent — 4622 -1=0= No =426? +4464 +1 (1.17.18) 


În figura 1.17.4 s-au reprezentat funcțiile a(n)/d şi R(m)/d pentru un factor 
de amortizare ¢=0,]. Pentru N< N, se obține a < R, N=N => a=R şi 


pentru N>N, se obține a > R. 


5.6 
49 
R/d 
42 
2 
X 
T ua a 
(i-o? J a/d 
2.8 
= 
(20.13 
2 
(i-e eo 2! 
1.4 
0.7 
e IRINEI 
0 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 


Fig. 1.17.4. Reprezentarea razelor a/d şi R/d funcție de pulsaţia relativă m ((=0,1) 


1.5 
R/d a/d 


1.25 


j (A 420.62 
1420.63 


(132) 420.697 0.5 


0.75 


0.25 


0 1 2 3 4 5 6 
x 


Fig. 1.17.5. Reprezentarea razelor a/d şi R/d funcție de pulsația relativă n (0=0,6) 
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1.5 
a/d 


1.25 
R/d 


N 


E, 1 
(12) 20.12 


A1+02.0.739 
Aeon 0.5 


0.25 


0.75 


0 1 2 3 4 5 6 


X 


Fig. 1.17.6. Reprezentarea razelor a/d şi R/d funcție de pulsația relativă n (0=0,7) 


În figurile 1.17.5 şi 1.17.6 s-au reprezentat funcţiile a(n)/d şi R(m)/d pentru 
două valori ale factorului de amortizare: 6=0.6 şi G=0.7 


Dacă se anulează derivata expresiei (1.17.17) la pătrat se obţine valoarea 
pulsaţiei relative m, pentru care raza R este maximă: 


af am? \ omani +n? -D)o 
M| (1-n? +26,7 (1-0? 2 +(2tn 2} 


ALGE? +1 -1 
86? 
Dacă se anulează derivata expresiei (1.17.10) la pătrat se obține valoarea 
pulsației relative m pentru care raza a este maximă: 


o | m } mèh- a-262)) 


(1.17.19) 


>n S= 


E 2 a2 2 
l-a "(200 F (1.17.20) 


m| (1-n? > +26)? 
1 


ia 1-26? 


În figura 1.17.7 sunt reprezentate cele trei functii mo , Nı şi M2 date de 
relaţiile (1.17.18), (1.17.19) şi (1.17.20) iar în figura 1.17.8 unghiul de fază q care 
reprezintă tocmai unghiul dintre O10 şi OC (fig. 1.17.2). 
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 


X 
Fig. 1.17.7. Diagramele de variație ale pulsațiilor relative caracteristice No , Nu» N2 
funcție de factorul de amortizare ģ 


180 
150 
120 
(a 180 
E D o Tg o 
a2 7 (3.1426 
lAo. 90 
90 
60 
30 


N 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 5 1.75 2 225 25 


xX 


Fig. 1.17.8. Diagrama de variație a defajajului e funcţie de pulsația relativă pentru 
un factor de amortizare (=0,1 


> 
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Concluzii 

Valoarea celor două raze a(ņ) şi R(m) reprezintă amplitudinea vibrațiilor 
punctului O situat pe axa arborelui respectiv a centrului de greutate al 
volantului; acestea depind de turația arborelui (prin pulsația relativă m) şi de 
factorul de amortizare ģ. 

Maximul celor două raze a(m) şi R(n) se obține mai întâi pentru raza R la o 
pulsație relativă m, apoi pentru raza a la o pulsație relativă m» , pulsații care 
sunt cu atât mai apropiate cu cât factorul de amortizare este mai mic (fig. 
1.17.3, 1.17.4, 1.17.5) şi (fig. 1.17.7) 

Pentru valori ale factorului de amortizare ce rezultă din condiția de existență a 


funcție dată de relația: 1-26? >0 pei, raza  a(m) admite maxim. 


Pentru £ > 0,707 are variaţia din figura 1.17.6. 

Pentru valori mici ale factorului de amortizare cele două valori ale pulsației 
relative sunt foarte apropiate şi de asemenea valorile maxime ale celor două 
raze a(n) şi R(n) sunt apropiate şi ating valori foarte mari ce corespund valorii 
de rezonanță (n=1) (fig. 1.17.4); 

Pentru valori mai mari ale factorului de amortizare (dar mai mici decât 0.7) 
valorile maxime ale razei R(n) şi a(n) scad destul de mult şi pulsaţiile relative 
corespunzătoare acestor valori sunt mai depărtate (fig. 1.17.5, 1.17.7); 

Pentru un regim anterezonant (n<1), unghiul de fază ọ este mai mic de 90°, 
pentru un regim rezonant (n=1) unghiul de fază este 90° iar pentru un regim 
postrezonant unghiul de fază q este mai mare de 90° (fig. 7). Aceasta 
înseamnă că punctul C se află în interiorul cercului de rază a, adică se produce 
fenomenul de autocentrare . Acest fapt se observă si din modul de variație al 
razei R din figurile 1.17.4, 1.17.5 şi 1.17.6. 


1.17.2. Amortizorul hidraulic liniar cu piston 
Este format dintr-un cilindru de diametru interior d în interiorul căruia se 


deplasează un piston de înălțime h cu o serie de orificii cilindrice (unde N este 
numărul de orificii) având diametrul interior di. 


Acest cilindru este umplut cu ulei având 
vâscozitatea cinematică nņ şi densitatea p şi 
etanşat față de exterior şi faţă de pistonul interior 
(fig. 1.17.9). Se determină forţa rezitentă Fe opusă 
de elementul hidraulic 


Prin deplasarea pistonului în jos cu viteza v uleiul 
curge prin orificiile cilindrice cu viteza medie u. 
Această viteză se determină din condiţia curgerii 
unui fluid incompresibil: 
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Noui S e a (1.17.21) 


Forța rezisentă opusă de elementul hidrulic este proporțională cu diferența 
de presiune care ia naştere între cele două camere ale pistonului şi cu aria 
suprafeței bazei cilindrului: 


2 
R= Ap (1.17.22) 


Căderea de presiune Ap este proporțională cu lungimea orificiilor, 
pătratul vitezei de curgere a uleiului prin orificii şi un coeficient de pierderi f: 


(1.17.23) 


> Ap = 2l n L? ja 
Nd? dı 


8T d 
Fg =— h| — 1.17.24 
RON | Z ( ) 
Coeficientul de amortizare se determină în funcție de datele problemei: 
4 

R 8n d 
c=— = — hN — 1.17.25 
ETO no 


1.17.3. Amortizorul hidraulic unghiular 

Amortizorul hidraulic unghiular este format dintr-un cilindru de diametru 
exterior d(2r) şi lungime L care se roteşte în interiorul unei carcase fixe cilindrice, 
între cele două piese fiind introdus un film de ulei de grosime constantă e ca în 
figura 1.17.10. Uleiul hidraulic etanşat față de exterior are vâscozitatea cinematică 
n şi densitatea p. Se determină cuplul rezistent opusă de elementul hidraulic la 


rotirea cu viteza unghiulară 8. 


dA=rLd0 
Fa 


Fig. 1.17.11 


Fig. 1.17.10 
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Prin rotirea cilindrului cu viteza unghiulară œ în pelicula de ulei ia naştere o forță 
rezistentă direct proporţională cu suprafaţa şi viteza relativă a celor două suprafeţe şi invers 
proporţională cu grosimea peliculei de ulei (fig. 1.17.11): 

dA rLdð : 

dFR = = ME a Mag 

e e 


Ținând seama de relaţia (1.17.26) cuplul rezistent care ia naştere datorită frecării 
vâscoase se poate scrie: 


(1.17.26) 


2m 3 3 2T 3 
Mpg = | rdFp =- [ae d=- 6 | ag ZE Lg, 0423) 
0o E e 0 $ 


Coeficientul de amortizare se determină imediat funcție de datele 
problemei: 


3 
c, -E (1.17.28) 
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1.18. Probleme propuse 


M 


L/3 


Fig. 1.18.1 


1.18.1. O bară omogenă având masa m 
şi lungimea L are la capete sale două 
mase concentrate de mase M şi 2M şi 
este legată de mediul fix printr -o 
articulaţie O şi un element elastic de 
rigiditate k,  (fig.1.18.1). Să se 
determine  pulsaţia, perioada şi 
frecvenţa vibraţiilor libere ale acestui 
sistem. Date: m = 1 kg; M=5 kg; L 
=300 mm; k =100 N/mm; g =10 ms? 


1.18.2. Se dă sistemul format dintr-o 
coroană circulară omogenă de masă M, 
suspendată cu ajutorul a trei fire 
flexibile,  inextensibile de aceeaşi 
lungime L, în trei puncte situate pe un 
cerc de rază R, ca în fig. 1.18.2. Dacă 
se scoate coroana din poziția de 
echilibru (prin rotirea ei în jurul axei 
verticale), aceasta va efectua vibrații 
torsionale în jurul axei verticale cu 
perioada Tọ. Dacă se aşează coaxial pe 
această coroană, un disc omogen de 
masă m, sistemul va efectua vibrații 
torsionale cu perioada 7. Se cere să se 
determine momentele de inerție ale 
coroanei circulare şi ale discului 
omogen. Date numerice: M=5 kg; m 
= 1 kg 1=800 mm; R =250 mm; 
To=1,5 sec; T;= 1,7 sec; g=10 ms? 


1.18.3. Biela unui motor cu aprindere 
prin scânteie are masa m , distanța 
între cele două axe ale alezajelor L şi 
diametrele alezajelor d; şi d? (fig. 
1.18.3). Să se determine cu ajutorul 
perioadelor oscilaţiilor faţă de punctele 
O, şi O»: T; şi respectiv T) , momentul 
de inerție al bielei în raport cu o axă 
care trece prin centrul de greutate C şi 
care este paralelă cu axele alezajelor. 
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Date numerice: m=0,5 kg;  1=130 mm; d= 20 mm; d= 40 mm; 
T;=0,8 sec; T»=0,75 sec; g=10 ms? 


1.18.4. O bară omogenă având masa m 
şi lungimea L are la la un capăt o masă 
concentrată M şi la celălalt capăt este 
legată de mediul fix printr-o articulație 
O. La distanţa a de articulația O este 


5 h M suspendată cu un fir inextensibil de 


lungime h, ca în fig.1.18.4. Să se 
determine  pulsaţia, perioada şi 
A frecvența oscilaţiilor libere ale acestui 
— L sistem. Date numerice: 
< 


> 
m=1 kg; M=4 kg 
L = 300 mm; a=100 mm 
h = 400 mm; g=10 ms? 


Fig. 1.18.4 


1.18.5. O bară omogenă având masa m 
şi lungimea L este sudată la un capăt 
de o roată omogenă de masă M şi rază 
R, peste care este înfăşurat un fir la 
capătul căruia atârnă masa 2M; la 
celălalt capăt tija este legată de mediul 
fix prin intermediul unui arc de 
rigiditate k (fig.1.18.5). Să se determine 
pulsația, perioada şi frecvența 
vibrațiilor libere ale acestui sistem. 
Date numerice: 


m =1 kg; M = 5 kg; L= 300 mm; R = 
50 mm; k = 100 N/mm; g= 10 ms? 


1.18.6. Se dă sistemul elastic format 
dintr-o roată omogenă de masă m legată 
de mediul fix prin intermediul unui arc 
de rigiditate k, peste care este înfăşurat 
un fir la capătul căruia atârnă masa M , 
celălalt capăt al firului fiind legat de 
mediul fix (fig.1.18.6). Să se determine 
pulsația, perioada şi frecvența 
vibrațiilor libere ale acestui sistem. 
Date numerice: m=1 kg; M = Skg; 
k=100 N/mm; g=10 ms? 
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1.18.7. Se dă sistemul elastic format 
dintr-o roată omogenă de masă m care 
este legată de mediul fix prin 
intermediul unei articulaţii, peste roată 
fiind înfăşurat un fir la capătul căruia 
atârnă masa M , iar celălalt capăt al 
firului este legat de mediul fix prin 
intermediul unui arc de rigiditate k 
(fig.1.18.7). Să se determine pulsaţia, 
perioada şi frecvenţa vibrațiilor libere 
ale acestui sistem. Date numerice: m 
=1;M = 5 kg; k=100 N/mm; g =10 ms? 


1.18.8. Se dă sistemul elastic format 
dintr-o roată omogenă de masă m care 
este legată de mediul fix prin 
intermediul unei articulații peste care 
este înfăşurat un fir la capătul căruia 
atârnă masa M iar celălalt capăt este 
înfăşurat pe o a doua roată omogenă de 
masă 2m şi legat de mediul fix ca în 
fig.1.18.8; cea de-a doua roată este 
legată de mediul fix prin intermediul 
unui arc de rigiditate k. Să se determine 
pulsația, perioada şi frecvența 
vibrațiilor libere ale acestui sistem. 
Date numerice: m=l kg; M = Skg; 
k=100 N/mm; g=10 ms? 


1.18.9. Se dă sistemul elastic format 
dintr-o roată omogenă de masă m care 
este legată de mediul fix prin 
intermediul unei articulații; peste roată 
este înfăşurat un fir, la capătul căruia 
atârnă masa M iar celălalt capăt al 
firului este înfăşurat pe o a doua roată 
omogenă de masă 2m şi legat de mediul 
fix prin intermediul unui arc de 
rigiditate k ; cele două roți sunt legate 
de mediul fix prin intermediul unor 
articulații, ca în fig.1.18.9. Să se 
determine pulsația, perioada şi 
frecvența vibrațiilor libere ale acestui 


Capitolul I — 1.18. Probleme propuse 


Fig. 1.18.10 


2m 
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Fig. 1.18.11 
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sistem. Date numerice: m=l kg; M=4 
kg; k=100 N/mm; g=10 ms? 


1.18.10. Se dă sistemul elastic format 
dintr-o roată omogenă de masă m care 
este legată de mediul fix prin 
intermediul unei articulații; peste roată 
este înfăşurat un fir care este legat de 
mediul fix prin intermediul unui arc de 
rigiditate k , iar celălalt capăt al firului 
este înfăşurat pe o a doua roată 
omogenă de masă 2m , care la rândul ei 
este legată de mediul fix prin 
intermediul unui arc de rigiditate 2k, ca 
în fig.1.18.10. Să se determine pulsația, 
perioada şi frecvența vibrațiilor libere 
ale acestui sistem. Date numerice: m=1 
kg; k=100 N/mm; g=10 ms? 


1.18.11. Se dă sistemul elastic format 
dintr-o roată omogenă de masă m care 
este legată de mediul fix prin 
intermediul unei articulații; peste roată 
este înfăşurat un fir care are un capăt 
legat de mediul fix prin intermediul 
unui arc de rigiditate k , iar celălalt 
capăt al firului este înfăşurat pe o a 
doua roată omogenă de masă 2m pe 
axa şi legat de mediul fix prin 
intermediul unui arc de rigiditate k 
(vezi fig.1.18.11). De axa roții de masă 
2m atârnă masa M. Să se determine 
pulsația, perioada şi frecvența 
vibrațiilor libere ale acestui sistem. 
Date numerice: m=l kg; M=4 kg; 
k=100 N/mm; g=10 ms? 


1.18.12. Se dă sistemul elastic format dintr-o bară omogenă având masa m şi 
lungimea L care este sudată la un capăt de o roată omogenă de masă M şi rază R 
legată de mediul fix printr-o articulație O. Peste roată este înfăşurat un fir cu un 
corp de masa M. La mijlocul barei acționează o forță perturbatoare F=F9 sin ot 
iar tija este legată de mediul fix prin intermediul unui arc de rigiditate k 
(fig.1.18.12). Să se determine amplitudinea vibrațiilor staționare ale acestui sistem. 
Date numerice: m =1 kg; M = 5 kgM; L= 300 mm; R= 50 mm; k = 100 N/mm; 


Fy=50N; 0=10 rad/sec; g= 10 ms? 
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Fig. 1.18.12 


1.18.13. Un motor electric de masă M având rotorul de masă m, este montat la 
capătul unei console formată din două profile 120 , de lungime L (fig. 1.18.13). 
Cunoscând turația de regim a motorului (n) şi amplitudinea vibrațiilor staționare 
(a), să se determine excentricitatea rotorului (e) şi frecvenţa de rezonanță a 
sistemului. Date numerice: M=10 kg, m=2,5 kg, L=500mm; n=3000 rot/min, 
L0>2140cm“; a = 0,5 mm 


1.18.14. Pe o tijă orizontală care se roteşte în jurul unui ax vertical cu viteza 
unghiulară @, constantă, se află două mase m, legate de axul vertical prin 
intermediul unor arcuri de rigiditate k (fig.1.18.14). Să se determine pulsaţia 
vibrațiilor proprii ale celor două mase în mişcarea lor relativă față de tijă (dacă se 
neglijează frecarea) şi să se determine viteza unghiulară maximă @ „ax pentru care 


este posibilă mişcarea vibratorie a celor două mase. Date numerice: m=1 kg; 
@ọ = lrad / sec ; k=100 N/mm 


Fig. 1.18.14 
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1.18.15. Un motor electric de masă M având rotorul de masă m, turaţia de regim 
n şi excentricitatea e , este montat pe o traversă de lungime L încastrată la un 
capăt şi rezemată la celălalt şi are secțiunea dreptunghiulară bxh ca în fig. 1.18.15. 
Să se determine amplitudinea vibrațiilor staționare şi frecvența de rezonanţă a 
sistemului. Date numerice: M =10 kg, m = 2,5 kg, b = 80 mm; h =100 mm; L = 
500 mm; e= 0,2 mm; n =3000 rot/min, 


Fig. 1.18.15 


1.18.16. Un motor electric de masă M având rotorul de masă m şi excentricitate e 
„este montat în consolă pe o consolă de lungime L încastrată la un capăt şi cu un 
reazem intermediar , având secțiunea dreptunghiulară bxh ca în fig. 1.18.16. Ştiind 
că turația de regim a motorului este n să se determine amplitudinea a pentru 
vibraţiile staționare şi frecvenţa de rezonanţă a sistemului. Date numerice: M=10 
kg, m=2,5 kg; b = 80 mm; h =100 mm; L = 500 mm; e= 0,2 mm; n=2800 rot/min. 


Fig. 1.18.16 


Capitolul II — 2.1. Ecuațiile diferenţiale ale vibraţiilor libere 137 


CAPITOLUL II 
VIBRAŢIILE SISTEMELOR CU DOUA 
GRADE DE LIBERTATE 


2.1. Ecuațiile diferenţiale ale vibratiilor libere 

Modelul matematic al vibraţiilor libere este format din două mase m, şi m2 
legate între ele cu arcul de constantă elastică k; şi de mediul fix cu arcul de 
constantă elastică k> ca în figura 2.1.1. 


XI X2 


Fig. 2.1.1 


Pentru deducerea ecuațiilor de mişcare se folosesc următoarele metode: 


2.1.1. Teorema impulsului 

Ecuațiile diferențiale se pot scrie folosind teorema impulsului (fig. 2.1.2) 
după ce se izolează fiecare corp şi se introduc forțele de legătură din cele două 
arcuri: 


e = kr +ka(x2 =x) 2.1.1) 
XI X2 
mı m2 
Ka(X2-X1) 
/ 
Fig. 2.1.2 
Ecuațiile (2.1.1) se mai pot scrie: 


sau matriceal se scriu sub forma: 


m K [k ])= 10) (2.1.3) 
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unde: [M]= E | este matricea de inerție (simetrică) (2.1.4) 
ma 
kı +k, =k, 3 . o. de . PIRS, 
[K] k ; - matricea de rigiditate (simetrică) (2.1.5) 
Ko 2 
X hii 
(= - vectorul deplasărilor (2.1.6) 
Ag 
a _ Jä l: 
f= - vectorul accelerațiilor (2.1.7) 
4 


Înmulţind ecuația matriceală (2.1.3) la stânga cu matricea [M j se obține: 


th MI lo)= 10) (2.1.8) 


Se defineşte matricea dinamică a sistemului: 


[pl= [MIK] (2.1.9) 
Pentru sistemul analizat matricea dinamică are expresia: 
A 0 ktk k 
m ki+k) -k, m m 
[D]=| ! Š l 1 2.1.10 
0 1 | -k ko ka ko i l 
my my nj 


Ținând seama de relația (2.1.9) ecuația matriceală (2.1.8) se mai scrie sub 


forma: 
t- Dk} p0} (2.1.11) 
În general matricea dinamică nu este o matrice simetrică având cel puțin un 
termen nediagonal nenul, ceea ce înseamnă că cele două ecuații nu sunt 
independente: spunem că cele două ecuații sunt cuplate iar termenii nediagonali se 
numesc termeni de cuplaj. Dacă termenii nediagonali sunt nuli atunci sistemul 
degenerează în două sisteme independente cu câte un grad de libertate. 


2.1.2. Principiul lui d’ Alembert 

Ecuațiile diferențiale se mai pot scrie folosind principiul lui d’ Alembert 
izolând fiecare corp şi introducând forțele de legătură şi de inerție corespunzătoare 
(fig. 2.1.3): 


MĂ 2-2 X2 
XI 


= m 
mz 
k2 (xX2-x1) 


Fig. 2.1.3 
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Aceste ecuații sunt: 
mă +kx -k(x —x 0 
îi Du aAa (2.1.12) 
mă +k( x, =x% )=0 
deci se obține acelaşi sistem de ecuații obținut prin prima metodă: 
mă + (K+ ko )x — kx, =0 
PEE PEA (2.1.13) 
m, ž> — kax + kax, =0 


2.1.3. Metoda coeficienţilor de influență 
Se utilizează atunci când forțele de legătură rezultate din izolarea 
corpurilor sunt mai greu de obținut. In aceste cazuri este mai convenabil să se 
exprime deplasările maselor x; în funcţie de forțele de inerție ® ; şi coeficienţii de 
influență ô; folosind principiul suprapunerii efectelor: 
o =8 b] + 6pb2 (2.1.14) 
x2 = bi +82, 
unde: 
>  =-mž#; ,=-m,ž, sunt cele două forțe de inerție corespunzătoare 
celor două corpuri de mase m, şi m»; 
> Su, 62 sunt coeficienţii de influență adică deplasările celor două corpuri 
corespunzătoare unei forţe unitare ce acţionează asupra corpului de masă m, 
(fig.2.1.4.a). Aceste deplasări sunt: 


1 
Su = n= (2.1.15) 


1 
> õn, n sunt coeficienţii de influenţă adică deplasările celor două corpuri 


corespunzătoare unei forţe unitare ce acționează asupra corpului de masă m, 
(fig.2.1.4.b). Aceste deplasări sunt: 
1 1 1 
6 =—; ðn =—+— 2.1.16 
12 kı 22 aT ( ) 


õi 62 


Fig. 2.1.4 
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Înlocuind în relaţiile (2. 1.14) se obţine sistemul de ecuaţii: 


(2.1.17) 


Ecuațiile diferenţiale (2.1.17) se scriu sub forma matriceală astfel: 


IBk} t)=10) (2.1.18) 


gj owa P [a 
õm, õm, 5, n| 0 m (2.1.19) 


[Is]- [aim] 


Su ô r Hai : 
lA]= 12 | este matricea coeficienţilor de influență 
L021 022 


Ecuația matriceală (2.1.18) se mai scrie: 
Au Ket {x}= {0} (2.1.20) 
Înmultind ecuația matriceală (2.1.18) la stânga cu [BT! se obține: 


BTF} 0) (2.1.21) 


comparată cu (2.1.11) rezultă legătura cu matricea dinamică a sistemului: 


unde: 


Ipl=/87 
sau [|8]=/ D] (2.1.22) 
Pentru exemplul considerat se poate verifica relația (2.1.22) care se mai scrie: 
m m ki +k, B k> 
k k m m 1 0 
B|D|I=|l|e |. : l HS 2.1.23 
[Bip] |] May a Ma yewa _ Ko k 0 1l ( ) 
Ku k my my 


Înmulțind ecuația matriceală (2.1.20) la stânga cu A]! se obține: 


[m ko- aT} {0} (2.1.24) 


comparată cu (2.1.3) rezultă legătura cu matricea de rigiditate: 


[K]= [Ar 
sau [A]=/K& (2.1.25) 
Pentru exemplul considerat se poate verifica relația (2.1.25) care se mai scrie: 
1 1 
k è o k ut -k 1 0 
kukken aS 22 (2.1.26) 
3 i il-k k ]||01 
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2.1.5. Ecuațiile lui Lagrange 
Ecuațiile (2.1.27) se pot obține şi cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange pentru 
un sistem conservativ: 


i E. LA i (2.1.28) 
dt| od, ] ðq 
unde: L=E-V este funcţia Lagrange 
„2 „2 
E. = Ea panari y energia cinetică a sistemului (2.1.29) 
2 2 
k = 
si į EA zi E AR (2.1.29) 


energia potențială a elementelor elastice 
Derivatele parţiale din ecuaţiile lui Lagrange sunt: 


d | 9E i 

E Fo = mX; 
dE dE ; di | dx; 
so EMA,’ so Moăo 
9, dx» d | 9E ; 
Əv > T FN = MX (2.1.30) 
dx aV 

sia ka( x2 =x ) 

7 


Înlocuind (2.1.30) în ecuațiile lui Lagrange se obțin ecuaţiile (2.1.1): 
TEE AA -x4 )=0 2.131) 
mă + k(x) = )=0 

Folosind coordonatele generalizate sistemul de ecuații (2.1.31) în cazul 
general se scrie: 


md + moda + kqi + kid =0 


a i (2.1.32) 
mod + mag + kz1qı + kaqa =0 
sau matriceal: 
[m + [k ka}= 0} (2.1.33) 
unde: {q}= i | este vectorul coordonatelor generalizate (2.1.34) 
d2 
ti) [i | - vectorul accelerațiilor generalizate (2.1.35) 
d2 
| Mu M : ; EA Ai ze 
[M] - matricea de inerție (simetrică) (2.1.36) 
May M37 


ky k 
[K]= l je și - matricea de rigiditate (simetrică) (2.1.37) 
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2.2. Pulsaţii şi moduri proprii de vibrații 


Sistemul de ecuaţii diferențiale (2.1.32) admite soluţii armonice sincrone 
de forma: 
i 2 
= a, cos( pt — = —p“a, cos( pt- 
(i „cos( pt-0) i pa cos(pt-0) 221) 


q2 =a, cos( pt- 9) į, =-p°a, cos( pt- 9) 


unde a; şi a, sunt amplitudinile mişcării armonice corespunzătoare celor două mase 
mı şi ma. 
Raportul deplasărilor celor două corpuri A = ÎL în anumite cazuri este 
d> 42 
independent de timp sau deformata dinamică a sistemului (raportul amplitudinilor 
mişcării celor două corpuri) nu se modifică în timp depinzând numai de pulsaţiile 
proprii ale sistemului p; şi p2. 


Înlocuind în ecuaţiile diferenţiale (2.1.32) relaţiile (2.2.1) se obţine 
sistemul: 


[i pm + ku F z pmp +k z post pt -0)=0 


(2.2.2) 
( pm +k 7 + = pm + ko2 z Îeost pe —09)=0 
care este echivalent cu sistemul de ecuaţii omogene în a, şi a: 
2 
la mi + Rua + p?ma + ki a =0 (2.2.3) 
5 2. 
( pP m+ ka hi + - pm + ka A =0 


Sistemul de ecuaţii (2.2.3) admite soluţii nebanale dacă determinantul său 
este nul, adică: 


2 2 
ki pi kız d pa =0 (2.2.4) 
ko = Po mo ko P' mo 
care este echivalent cu ecuaţia de gradul 4: 
4 2 
P (mm, — Myo) p° (m ika + mki; — mki =m 2k21) + (2.2.5) 


+(k ika —kziki2)=0 
Dacă se notează: 
(mika + Maki; — Miki = moka) B 
(miM — Momoi) = A (2.2.6) 
(kkn z Koki2 )=C 
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atunci soluţiile pozitive ale ecuaţiei (2.2.5) se numesc pulsațiile proprii ale mişcării 
şi se scriu: 


+A B2 — 
BEB’ -44C (2.2.7) 


Pas 24 
Valoarea inferioară (p;) se mai numeşte pulsaţie fundamentală. 
Modurile proprii de vibraţie: 


> dacă se notează cu au, şi cu az; valorile amplitudinilor a, şi a2 corespunzătoare 
pulsației proprii pı rezultă soluția corespunzătoare primului mod de vibraţie: 


= aj cos( pıt — 
P 11 Cos( pit- 91) (2.2.8) 
da = da cos( pit — 1) 
Înlocuind p, în prima ecuaţie (2.2.3) se obţine amplitudinea az; în functie de a11: 
k — pîm 
42] s- A Ua] (2.2.9) 
ka — Pi ma 


Se notează coeficientul de distribuţie corespunzător pulsației p; cu: 


k. -p2 
pa Ais UL PIPI (2.2.10) 
ai k2 = pí mo 


Notând a;;=c; , soluția corespunzătoare modului I de vibrație (2.2.8) se mai 
scrie: 


o =c cos( pıt- 9) 2.2.11) 
q21 = Hou Cos( pit- 91) 


> dacă se notează cu a şi cu aņ valorile amplitudinilor a, şi a» corespunzătoare 
pulsaţiei proprii p> , rezultă soluția corespunzătoare celui de al doilea mod de 
vibraţie: 


= t— 
- ajz cos( pat — 93) (2.2.12) 
doi = an COS( pat — 02) 


Înlocuind p; în prima ecuaţie (2.2.3) se obţine amplitudinea a» în funcţie de ap: 


k — 2 
= SUPT a, (2.2.13) 


Se notează coeficientul de distribuție corespunzător pulsației p2 cu: 


2 
a22 __ Ku P2 mi; (2.2.14) 
a k= pă ma 


Uz = 
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Notând a/2=c2 , soluţia corespunzătoare modului I de vibraţie (2.2.8) se mai 
scrie: 


a =c, cos( pat — 02) (2.2.15) 


dai = Mo2C2 COS( Pat — 92) 


Soluția generală a vibraţiilor sistemului de corpuri se obţine prin însumarea 
soluţiilor corespunzătoare fiecărui mod propriu de vibraţie. 


=q; +qı2 Se cos( pit- )+ t- 
f q11 +412 > E Cos( put — Ẹ1 ) + ca cos( pat = 02) (2.2.16) 


q2 = do + do = H216; COS( pil — 91 ) + U 2263 Cos( Pat — 92) 
Constantele de integrarecı, C2, Și şi Ọı se determină din condițiile inițiale 
ale mişcării: 
0 i 0 
= == y- 
Hos [i pe li : Gain 
q2 =42 d =V2 


Vitezele se obțin prin derivarea soluției generale (2.1.51): 


fi = — pic, sin( put — 0.) poca sin( pat — 02) (2.2.18) 


d» = —PiHoili Sin( pit — 01) PoHooC2 Sin( pot — 92 ) 


Introducând condiţiile iniţiale (2.2.17) se obţine un sistem de 4 ecuații cu 4 
necunoscute C1, C2, Și Şi Și: 


PEN! 
Ci Cos] +C, COS P3 =q) 
0 
MC COS, + U22C7 COS P> = q2 
i , __0 
PIC SIN Qy + p>C2 Sin 02 = V1 
0 


PIN Sin Q] + Palac Sin Pa = V3 


(2.2.19) 
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2.3. Ortogonalitatea modurilor proprii de 
vibraţie 
Se consideră că sistemul vibrează după cele două moduri proprii: 


> Modul I: amplitudinile corespunzătoare primului mod de vibraţie verifică 
ambele ecuaţii (2.2.3) unde pulsaţia este p.: 


(pm + kii Ja +t p?mp + kizaz =0 (2.3.1) 
z pim; + ka Ja + z pim + ko azi =0 


Dacă se multiplică ecuațiile (2.3.1) cu coeficienții corespunzători celui de-al 
doilea mod de vibrații ( a;2 respectiv azz ) şi se însumează se obține: 
2 
— Pi (4141142 + M2421412 + M1411422 + Modo )+ (2.3.2) 
+ (kı 1411412 +k124214172 + k2141 1427 + k22421472 )=0 


> Modul al II lea: amplitudinile corespunzătoare celui de al doilea mod de 
vibrație verifică cele două ecuaţii (2.2.3) unde pulsația este p3: 


( pm + ku aa + p2mi + kızan =0 2.3.3) 
( p2m; + kai Jaz + E pim» + kz lia =0 


Dacă se multiplică ecuaţiile (2.3.3) cu coeficienții corespunzători primului 
mod de vibrații ( a;; respectiv az; ) şi se însumează se obține: 


2 
— p2 ( M4141241; + M1242241; + M21412421 + M22422471 )+ (2.3.4) 
+ (kı 1412411 +k12422411 + k21412421 + k22422071 )=0 


Ținând seama că matricele |K] si [M ] sunt simetrice (adică sunt valabile 
relațiile: mp =m; si kı) = k31), scăzând cele două ecuații (2.3.2) şi (2.3.4) se 
obține: 

Sa sf 

(i =P? mu ana + mălai +m, 1427 + Moda )=0 (2.3.5) 

Întrucât p; + p, rezultă: 

(m 1411413 + oaia + Moda + Mood )= 0 (2.3.6) 


relație care se mai scrie matriceal sub forma: 


í Mı mM || O _ 0 
aji a2 = 
M; Mn |(d22 


{ Mı Miz ||| _ 0 
Sau (24) d2 = 
M; Mn |(doi 


(2.3.7) 
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lay IM la), =0 sau ta) [IM Hah =0 (2.3.7) 
unde: ta) = (2 | ta), = fa sunt vectorii amplitudinilor 
do] d 


corespunzătoare celor două moduri proprii de vibraţie. 


Relaţia (2.3.7) exprimă prima condiţie de ortogonalitate a celor două 
moduri proprii de vibrații. 


Dacă se împarte relaţia (2.3.2) cu pi şi relația (2.3.4) cu p? se obține: 


—( m 1411412 + M2421412 + M21411422 + M2421422 )+ 


1 (2.3.8) 
ENE (Kusauidra +ki2421413 +k 142 + Koo031022)= 0 
Pi 
respectiv: 
= (Mu 20 + M2422411 + M2141242; + M2242247; ) + 
1 (2.3.9) 
Fog (kiana + oda +kz1a12471 + kood29d21)= 0 
P2 
Scăzând cele două relații şi ținând seama că mp =m; si ki =k; se 
obține: 
1 1 J 
ZI Kutan +kaza * kana + ko )=0 (2.3.10) 
Pi P2 


Întrucât p, + p, rezultă: 
(kana + ki2421412 + Ko 122 + k22471477 )=0 (2.3.11) 


care se scrie matriceal sub forma: 


í k kiz ||a2 -0 
a&i az] ez 
ka kn lao 


í k kiz [au 1, 
Sa Aâle A g M da 0 
21 K22 (421 


care se scrie: lay [k fah =0 sau DA [k fa) =0 (2.3.12) 


(2.3.12) 


Relația (2.3.12°) exprimă a doua condiție de ortogonalitate a celor două 
moduri proprii de vibrații. 
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Dacă se multiplică ecuaţiile (2.3.1) cu coeficienții corespunzători primului 


mod de vibrații (a, respectiv az; ) şi se însumează se obţine pulsaţia pi : 


2 
— Pi (Maud + M2421411 + M2141142; + M224721421 )+ 


(2.3.13) 
+ (k14 1411 + kai + Korda + k2202402)=0 
rezultă pulsația pi: 
T 
2 _ 101141; + M2421011 + M2141142] + Mood _ ta); [m ha), 
T 
Ku +k12421411 + k21411021 + k22421071 ta) [x ka) (2.3.14) 
2 Mi 
Pi = 
K; 


Dacă se multiplică ecuaţiile (2.3.3) cu coeficienții corespunzători celui de 


al doilea mod de vibrații: ay> respectiv ap şi se însumează se obține pulsația p? f 


2 
— pi ( M1412412 + M2422412 + M1412422 + M22422477 )+ 


(2.3.15) 
+ (Rarau + kiana, +kzia247 +kzanaz)=0 
rezultă pulsația p2: 
T 
p2 = PU 1042042 + M2422012 + M21412427 + M224224722 _ tab M lah 
T 
ki1đ12412 + ki2422412 + k21412422 + Ko2d22d22 tab [x lay (2.3.16) 


M 

2 

© pi =— 
K, 
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2.4. Coordonate principale sau modale 


Se consideră sistemul de ecuaţii diferențiale (2.1.33): 


[m fä} [k hal=0 (2.4.1) 
Dacă se face transformarea de coordonate: 
ta)= AIE) (2.4.2) 
unde: 1q)= [2 = fal sunt vectorii coordonatelor generalizate 
E a TN principale (2.4.3) 


a=] 


este matricea coeficienţilor modurilor proprii. 
Inlocuind în (2.4.1) se obține: 


|- la} dh] (2.4.4) 


dy a2 
> an2 


[m] [A] E} [K] [A] &}=0 (2.4.5) 
Se multiplică ecuația matriceală (2.4.5) la stânga cu [aF şi se obține: 
[AF [m] [A] Ë} AF [K] [A] E=o (2.4.6) 


Ținând seama de relațiile de ortogonalitate (2.3.7) şi (2.3.12?) se obține: 


upa Er Mh Emlek] fm o 

A pipa isa ei a] ea 
fer tt] [ri o 

Trees i oa ar 


Relaţia (2.4.7) se scrie: 


M, 0 ]|E Ky 0 0 
l i fEl i Kald | (2.4.10) 
0 M,||6 0 K,|l& 0 
Ținând seama de relațiile (2.3.14) şi (2.3.16) se obține: 


; it ae 
tata =0 (2.4.11) 


E, + p262 =0 


care reprezintă un sistem complet decuplat (static şi dinamic) echivalent cu două 
sisteme independente cu câte un grad de libertate. 
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2.5. Probleme rezolvate 
2.5.1. Pendulul dublu 


Se consid 


eră sistemul cu două grade de libertate format din 2 tije de masă 


m şi lungime L articulate la capătul superior, fiecare tijă având la celălalt capăt câte 


o piesă cilindrică 


de masă M. La distanţa a de articulații tijele sunt legate între ele 


cu un arc de constantă elastică k ca în figura 2.5.1. Să se determine pulsaţiile şi 
modurile proprii de vibraţie. 


Se consideră 0; şi 0, ca parametrii ai 
mişcării sistemului. 

Valorile deplasărilor şi vitezelor 
unghiulare la momentul iniţial (t = 0) 
sunt: 

0, =0?; 0, =0f; 6,=6,=0 (2.5.1) 
Energia cinetică a sistemului este: 
ES = + ML | 2 + 82) (2.5.2) 


mI? 


unde J a este momentul de 


inerție al barei 
Energia potențială a sistemului este 
formată din energia elastică a arcului 


Fig. 2.5.1 şi energia potențială gravitațională a 


sistemului de bare şi corpuri: 


2 


2 
V Za 2 o, 2|- sm + y ema, + cos0) ) (2.5.3) 


-kaa + (—Jop? + ko Ja, =0 


Ecuațiile lui Lagrange se scriu: 
3E) ə J08 + ko0, — ka’0, =0 
d E. V E 0%1 091 2 (2.5.4) 
dt| 98, | 9, 1052 — ka?8, + k982 =0 
unde s-a notat: 
2 
J=” +MP 
i (2.5.5) 
2 m 
ko = ka^ + sfm o 
Soluțiile sistemului de ecuații diferențiale (2.5.4) sunt de forma: 
0, =a; cos\pt — 
= ay cos(pt-ọ) (2.5.6) 
Ə, =a; cos(pt - 6) 
Introducând în (2.5.4) se obține sistemul omogen: 
-Ja p° + ko Ją, — ka°a, =0 
[ oP o 24 2 (2.5.7) 
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Condiţia de compatibilitate a sistemului omogen (2.5.7) se scrie: 


ko-Jop?  -ka?° 

0 ToP ” |=0 (2.5.8) 
-ka ko — Jop 

(ko- Jop? (ka?) =0 (2.5.9) 


Rezolvând ecuaţia (2.5.9) rezultă cele 2 pulsații proprii: 


L M + 
3 
Ta? sim + ezia? 
p= | E = (2.5.11) 
0 p(m E 


Mişcările corespunzătoare modului r de vibrație (r=1,2) sunt: 
fi =a, cos(p,t-9,) 
02, = aa, cos(p,t —0,) 
Coeficienţii de distribuţie se determină din (2.5.7): 
an _ ko- Pi Jo = 
du ka? 


(2.5.10) 


(2.5.12) 


Ho = 1 


(2.5.13) 
435: — ko = p? Jo __ 
dp ka? 
Soluția generală se obţine prin însumarea celor două mişcări 
corespunzătoare celor două moduri proprii de vibraţie: 


Uz = 1 


5 =0,, +0; =a; cos(pit — 91 )+ auz cos(pat — 02) (2.5.14) 
8 = 0z; +022 = boa cos(pit — Q1 )+ uo2au2 cos(pat = 2) = 
sau: 
K =9;; +8,» =C cos(pıt — 9, )+ Cz cos(pat - 02) (2.5.14) 
02 =02, +02» =C cos(pit -9,)- Cz cos(pat- 92) E 


unde s-a notat: C) =q; C, =43; 

Pentru anumite condiții inițiale se obțin mişcări ale sistemului 
corespunzătoare celor două moduri proprii de vibrație: 
> modul 1 se obține pentru: 


t0 > 0; =0, =Q; 6, =6, =0 (2.5.15) 
înlocuind în soluţia generală (2.5.14) rezultă: C2 = 0; C2=0; Și =p=0 
deci se obţine: 

0, =Q cos pıt 
fi =Q cos pıt 


(2.5.16) 
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> modul 2 se obține pentru: 

20 => 0,=-0,=0;  6,=6)=0 (2.5.17) 
înlocuind în soluția generală (2.5.14) rezultă: C2 = 0; Co=0 pi =pp=0 
deci se obţine: 

0, =-a cos pt 
le =Q cosppt 


(2.5.18) 


Reprezentarea modurilor proprii de vibraţie este dată în figura 2.5.2 


CI LII II OII 


”] 


O fa 
m DE 


a. b. 


@ =a; 0, =0 ô =0,=0 (2.5.19) 
înlocuind în soluția generală (2.5.14) rezultă: Ci =C2=0/2; Q= =0 
şi se obține: 


- + 
6, = cos put comparau PP 5 Pi eo 24e Pi r) 


O O E P2 = Pi x P2 + Pi 
0 = — COS t — —COS t= 0- sin ————t | sin ——— t 
2 7 Pi 7 P2 | 7 ) | 7 


Aceasta este o mişcare de frecvență f; = (p2 + pı) / 4m modulată în 
amplitudine de o funcție armonică având frecvența f> = (p2 - pu) / 4m . Această 
mişcare se numeşte fenomenul bătăilor întâlnită la capitolul 1 in zona de rezonanță 
a oscilaţiilor sistemelor cu un grad de libertate. 


(2.5.20) 


2.5.2. Sistem format din mase şi discuri omogene 

Se consideră sistemul cu două grade de libertate format din două roți 
omogene de mase mz şi m; legate între ele prin intermediul unui fir flexibil şi 
inextensibil la capătul căruia este legat un corp de masă m; prin intermediul unui 
arc de rigiditate k; Celălalt capăt al firului este legat de mediul fix. Roata 
omogenă de masă m» este legată de mediul fix printr-o articulație iar roata omogenă 
de masă m; este legată prin intermediul unui arc de rigiditate kz (fig. 2.5.3). Să se 
determine pulsaţiile proprii ale vibraţiilor libere şi modurile proprii de vibrație. 
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SN 


Ec = 79 + 


Fig. 2.5.4 


1 2 LmmoR2 dl 


152 
Date numerice: m;=4 kg; ml kg; 
mı=2 kg kı = 50 kN/m k; = 80 kN/m 


Pentru scrierea ecuațiilor de mişcare se 
folosesc ecuațiile lui Lagrange: 


£ a = Oli) 2.5.21) 
di | dy dq; 

d | 9E, 9V 

— +—=0; 

di | 04, dq; (2.5.22) 
k=1,2 
unde 


qı» q2 sunt coordonatele generalizate ale 
sistemului 

Pentru analiza cinematică a mişcării din 
figura 2.5.4 s-a notat: 

qı d, deplasarea respectiv viteza 
generalizată a corpului de masă m;; 

q2 / R2, ġa / R) rotirea, respectiv viteza 
unghiulară a corpului de masă mz 

q2/2, d /2R, deplasarea centrului de 
masă respectiv viteza unghiulară a roții de 
masă m; . 

Energia cinetică totală a sistemului se 
scrie: 


r 2 2 . 
1 R 
m2) T Maha | q2 


2 2 2 R2 2 2 2. 2 2R, 
1 Paz, 1 mMm 3m, pă 1 sI: 1 Ri) 
E. =—mâf + + = —mgţ +=—m 2.5.23 
53 141 A 7 g 2 7 141 7 042 ( ) 
unde s-a notat: mọ = z + z) (2.5.24) 


V este energia potențială a sistemului : 


1 1 lq Y 
V=—k>( aq -q ? +—k| 22 
Fi (4 d) Fi (2) 


(2.5.25) 


Derivatele parţiale se calculează imediat: 


dE 


Cc 


= SM 


di 
9V 
ðq; 


=k (q-q); 


ðE, _(m 
dp |2 


dq» 


3m; \. : 
+ z %2 = moda 
(2.5.26) 


oV 1 
=—=-k(q -h [E d 
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Ecuațiile (2.5.22) se scriu: 


mă + k>( qi —d2 )=0 
A 1 (2.5.27) 
moda —ka( qı -42 aa =0 
Soluțiile ecuațiilor diferențiale (2.5.27) sunt de forma: 
s 5 
= a, coslpr — = —p“a, coslpr — 
d = (pr e) ec, q =—Pd (pr $) (2.5.28) 
q =a, coslpt — $) i» =-p°a, cos(pt — ọ) 
Înlocuind în sistemul (2.5.27) se obţine: 
( pm + ka hu -ka =0 
A (2.5.29) 
— ka, alp PEN EE A E 


Ecuația caracteristică a pulsațiilor proprii este: 


2 
- +k -k 
P MER 2 =0 a 


-k — p’m +k, +k;/4 
(= pm + k |- p’my +k + k; /4)- k2 =0 
mm p* — (mk, + mk, /4+ mk hp? + kk 74=0 


sau : pi 330, kz + kı + kz 2, kiko o (2.5.30) 
2mọ mo 2m 4mmg 


având rădăcinile: 


2 
Da SD An bla 02 | au Alp = MN (2331 


2m)  8mp 2m 2mo 8mo 2m 4mmo 


Înlocuind valorile : m;= m=m; m;=4m; mo=2m; ki = k; kı = 2k în 
relațiile (2.5.31) se obține: 


16m 16m 4m 
k 
p? 20,082 p, =0,2866|— (2.5.32) 
> mM- 23 m 
2 k 
p2 =3,043= p, 1744 E 
m 


Modurile proprii rezultă din prima ecuație (2.5.29) exprimând 
amplitudinea a, funcție de a; : 


2 
i +k 
a, [eth (2.5.33) 
2 


> coeficienții de distribuţie pentru primul mod de vibraţie sunt: 
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154 
a 
m s1 
d 
h (2.5.34) 
ige an _-Pimt+tk _ 0,959 
d] k 
> coeficienții de distribuție pentru al doilea mod de vibrație sunt: 
a 
Hi = sa = 1 
5 , (2.5.35) 
ji an _ Pam tk> _ 2,522 
12 kz 


2.5.3. Vibraţii transversale ale barelor 

Se consideră sistemul format dintr-o bară dreaptă încastrată la un capăt şi 
rezemată la distanţa 2L având rigiditatea la încovoiere constantă (ET) şi lungimea 
3L pe care se află montate două roţi de mase m;=2m şi m»=m ca în figura 2.5.5. Să 
se determine pulsaţiile şi modurile proprii de vibrație. 


mı 


Se consideră parametrii mişcării sistemului deplasările x, şi x2 ale roților 
de mase m, şi m, pe direcția Oz. Pentru scrierea ecuațiilor de mişcare se foloseşte 
metoda coeficienţilor de influenţă. Se exprimă deplasările maselor în funcţie de 
forţele de inerție & ; şi coeficienţii de influenţă 5,; : 


[ =8 P] + 6pb» 


X2 = 521 Pi + d P2 Sa 
unde: 
> ® =-mž¥; ®,=-m,łž, sunt forţele de inerție corespunzătoare celor două 
mase. 
> Su, 6, sunt coeficienţii de influenţă sau deplasările corespunzătoare unei 
forțe unitare ce acționează asupra barei în locul corpului 1 (fig.2.5.6): 
> õn, Ön sunt coeficienţii de influenţă sau deplasările corespunzătoare unei 


forțe unitare ce acționează asupra corpului 2 (fig.2.5.7): 
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Înlocuind în relaţiile (2.5.36) se obţine: 


e +m Ôp, + x, =0 2.537) 


mõ ¥ + mð, +x, =0 


Pentru a calcula deplasările 5, 82, = 5up, v se determină reacțiunile 
pentru fiecare din cele două cazuri de încărcare. Rezultă următoarele valori: 


11 3 5 
> Va=—P; Moy=->PL; V=>P 2.5.38 
01 16 01 8 11 16 ( ) 

3 1 7 


Cu ajutorul lor se trasează diagramele de momente pentru fiecare din cele 
două cazuri (fig.2.5.8). 
Deplasările j}, 5», =ô, 6» se determină cu ajutorul metodei Mohr- 
Maxwell 
mm 


mm 
ui =] er di 52 ==] = 


m 


dx; õn =Í 7 dx 


E 
unde: m; este momentul din bară produs de o forță P=/ ce acționează în 1 
m este momentul din bară produs de o forță P=1 ce acționează în 2. 


EÑ; = |mmdx= L- (kih +4kh+ kym ) 


EB, =} 0-0+4 5252), (52)(S2), Dea 
6 32 | 32] (16 ]l16 
e) (5) Í =] =) í =] =] 7 È 
+= = | = +4- -— |+|- — > Su=— = 
6|l16 ]l16 32| 32 8 8 96 EI 
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Ep =E =| mmads= Pe (kih +4kh+ k>h,) 
Bastored |- EE] 
6 32] 8J li6]l 4 

3 
ADEE] i 
6ll16 | 4 32 | 8 8 |2 8 EI 


EB=t]o-04-E]-E eco) (2.5.42) 


+ 


(2.5.41) 


nea tel mt 


S5PL/32 


D -PL/32 


SPI/16 


Fig. 2.5.8 
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Înlocuind în ecuaţiile (2.5.37) valorile obţinute se obţine: 
Tm. Im. 
%47 Xz + XI = 0 
96 EI 8 EI 


12m. 5m. 
Ee X + Xp +x, =0 


(2.5.43) 


3 
Notând Q = Z ecuațiile (2.5.43) se mai scriu: 
7a% — 60%, +48x, =0 

PODS piei (2.5.437) 
— 30, + 1003 +12x, =0 


Soluțiile ecuaţiilor diferenţiale (2.5.43) sunt de forma: 


a costpr-9) i --macolei-€) o sua 


x, =a, costpt — $) 3, =-p°a, cos(pt — $) 
Înlocuind în sistemul (2.5.27) se obţine: 
k 7ap? + 48, + 6ap?a> = 0 
30p?a, + (_10op? +12h, = 
Ecuația caracteristică a pulsațiilor proprii este: 


(2.5.45) 


-7ap° + 48 60p? 
3ap? —100p? +12 
© 1302p*—1410p? +144=0 
Rădăcinile pozitive ale acestei ecuaţii sunt pulsaţiile proprii: 
EI 
_ 1.068 1,068. |-EL_ 


Pi Ja mI? 


(2.5.46) 


(2.5.47) 


Modurile proprii se determină cu ajutorul primei (sau a doua) din ecuațiile 
sistemului omogen (2.5.45): 


2 — 
a, = L (tău (2.5.48) 
6ap 
> Modul 1 de vibrație (fig. 2.5.9.a): 
Tap? —48 
W=;  py=2 =T -5845 (2.5.49) 
aii 6api 
> Modul 2 de vibraţie (fig. 2.5.9.b): 
2 
-4 
ma pye 222 = 19P2 B — 0 342 (2.5.50) 


2 
a 60%p3 
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a.Modul I 


b.Modul II 


Fig. 2.5.9 


2.5.4. Vibraţii torsionale ale arborilor 

Se consideră cazul geneal al unui arbore format din trei tronsoane de 
lungime L; şi diametre d; şi rigidităţi la răsucire constante pe care se află doi 
volanți (roţi dințate sau discuri) având momentele de inerție J; fixat la ambele 
capete ca în figura 2.5.10. Se neglijează masa arborelui. Să se determine pulsaţiile 
proprii şi modurile proprii de vibrație pentru cazul general. 


Fig. 2.5.10 


Ecuațiile diferenţiale ale vibraţiile de răsucire ale arborilor se vor scrie 
folosind ecuaţiile lui Lagrange: 


“lie Ji- iza, (2.5.51) 


unde, aşa cum rezultă din figura 2.5.11, energia cinetică E şi energia 
potențială V au expresiile: 
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bonas Eaa 
EI + 
Fi 191 Fi 202 


1 1 1 
V= ki F e (p -9 + zo% 
PỌ l 
afg P20 
— 
kı Și k2 (2-91) 
— e a eee LE CI 
k2 (2-0) k3 Q2 
Fig. 2.5.11 


iar constantele elastice la răsucire au expresiile: 
_ndfG. De nd3G . me ndłG 


k = ; k) = ; k} = i 
sot i 4973 
Derivatele parţiale sunt: 
ðE ðE 
—— = J ( pa — = J ( 
de, 1Pi dp. 20 
ƏV ƏV 
A =k -k92 -9 ); T ka( P2 -91 )+k392; 
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(2.5.52) 


(2.5.53) 


(2.5.54) 


Înlocuind în ecuaţiile (2.5.51) se obţine sistemul de ecuații diferențiale: 


[e At societ 


J23 + ka( P2 -91 )+ ks =0 
Soluţiile vibrațiilor libere sunt de forma: 
Ọ; =a;cos(pr-98;), i=1,2. 


(2.5.55) 


(2.5.56) 


Introducând soluţiile (2.5.56) în (2.5.55) se obține sistemul omogen: 


[ -J p? +k ko Ja -kya 20 
-ka +(-J,p° +k, +k; Ja =0 
Condiţia ca sistemul (2.5.57) să admită soluții nebanale se scrie: 
-Jip +k +k -k 


2 =0 
-k, =J ap^ +k, +k; 


Se obține ecuația caracteristică: 
k +k - Jup +k; aip e kå =0 
care se mai scrie: 


(2.5.57) 


(2.5.58) 


(2.5.59) 
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JJ» p* — p° (J (k> + ka )+Ja(k + ko ))+ kyka + kuka + koka =0 


FER i : p2 K+ ka z ki +k, i kik + kk; + kok3 2 (2.5.60) 
Jz J Il 
Dacă se notează: 
OREI [E ll ERE at rc | B= kika + kik; + kak; (2.5.61) 
Ji J2 JiJ2 


se obțin pulsațiile proprii sub forma: 


pi» = yF ya" -B (2.5.62) 


Aplicație 

Pentru cazul particular din figura 2.5.12 se cere să se determine pulsațiile şi 
modurile proprii de vibraţie. Se cunosc valorile constantei elastice k şi ale 
momentului de inerție J. 4J 


LUA 


Fig. 2.5.12 


Prin identificarea termenilor sistemului din figura 2.5.10 cu cei ai 
sistemului din figura 2.5.12 rezultă: 


ki=2k; k =k; k; 20; 4; J =J; (2.5.63) 
Ecuația pulsațiilor proprii (2.5.60) se scrie: 
pt-pt (2.5.64) 
2J 2J? a 


Se obțin pulsațiile proprii: 
[k k 
=0,707,|—; == 2.5.65 
fp J P2 J ( ) 


Modurile proprii se obțin din prima ecuație (2.5.57) 
Jup +k +k, f 
k i 
a, —4Jp° +3k 
aj k 


dz = 
(2.5.66) 
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> Modul 1 de vibraţie: 


Wu =l 
_ an _—4Jp? +3k S (2.5.67) 
Moi = = k z 
ail 
> Modul 2 de vibrație: 
H2 = 
an _—4Jp3 +3k EE (2.5.68) 
Uz = = k zi 
d 


Din forma modurilor proprii aşa cum rezultă din figura 2.5.13 primul mod 
de vibrație (2.5.67) corespunde vibraţiilor în fază iar al doilea mod (2.5.68) 
vibraţiilor în opoziţie de fază ale celor două roți. 


Mu] 


A 


a.Modul I 
Mol 


Uz=-1 


Un=1 
b.Modul II 


AA 


Fig. 2.5.13 
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2.6. Vibraţii libere amortizate 
Modelul matematic general al vibraţiilor amortizate este format din două 
corpuri mase m, şi m» legate între ele şi de mediul fix cu arcurile de constantă 


elastică kz k2 şi k; şi cu elementele de amortizare vâscoasă cı c2 şi c3 ca în figura 
2.6.1. 


Fig. 2.6.1 


Ecuațiile diferenţiale se pot scrie folosind teorema impulsului după ce se 
izolează fiecare corp şi se introduc forțele de legătură din cele două arcuri (fig. 


2.6.2): Ei 5 
kki k kx 
— 2 (X2-X1) <4— 342 
mı 3 i m2 
t c (š, =) 4— Ea 
Cod] 
Fig. 2.6.2 
Se obţine: 
Mă > —K1X = Cr + Ko X2 = xı )+c2( X3 =% ) (2.6.1) 
m = —ka( X2 = xı )= Cal X2 — Aa )—k3X2 — 3 d 
sau: 


Pentru cazul general al unui sistem cu două grade de liberate şi folosirii 
coordonatelor generalizate ecuaţiile diferenţiale (2.6.2) se scriu: 


mağı + moda +6114 +1242 + Kid +ki2q2 =0 
mod + moda + Cod + Co2da + ko + ko2d2 =0 
sau matriceal: 
m m 7] c c 7 k k 0 
l 11 eal 11 eal 11 2 fald | (2.6.4) 
mM Mz |(d2 C21 €22 |l(d2 ka Ko la 0 
Acesta este un sistem liniar de ecuații diferențiale având soluții de forma: 


rt : rt . 2 -rt 
qı = e qı = qre q=ar'e 
e E ea ee sal (2.6.5) 
ti rt MER rt e n 2 rt 
q2 = de q2 = are q2 =4rF e 


(2.6.3) 


Înlocuind în sistemul de ecuaţii (2.6.3) se obţine: 
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o +cur+ ki hi + (mar? + eyar + kk =0 


(mir? Car + ka J + (nnr? + Coor + kaz IA =0 
Sistemul omogen (2.6.5) cu necunoscutele a, şi a> admite soluții diferite de 
cea banală dacă determinantul său este nul: 


(2.6.5) 


2 2 
Azmir Cur tu mr" tenrtkl_ o (2.6.6) 


mr’ + Cor + ko mor? + Cor + ko 


se obţine ecuaţia caracteristică de gradul patru: 
Condiţiile pentru aceste soluţii să fie negative sau complexe cu partea reală 
negativă sunt (criteriul ROUTH-HURWITZ): 


bo, bi, bo, b3, b4 >0 
bibb; — bab; — bib? >0 
Pentru cazul particular: m, =m, = m; cy =c3 =0; co =c; k =k, =k,=k, 
se obţine sistemul de ecuaţii diferențiale: 
mX+ căj— că + 2kx, —kx,=0 
ep ae leit alia (2.6.9) 
mă — CĂ, + că — kx + 2kx> =0 
Acesta este un sistem liniar având soluţii de forma: 
rt ; rt x Zori 
X% = 4e X = qre 45 qr e 
> > i (2.6.10) 
xy =e"  |ž =are" X, =ar"e” 


Înlocuind (2.6.10) în (2.6.9) se obține sistemul omogen: 


(rar? + cr+ 2 — (er + ka» =0 (26.11) 
(er + ku + (nr? + cr +2, =0 A 
Ecuația caracteristică este: 
2 — — 
A= +cr+2k Rg k =0 (2.6.12) 
—cr-k mr“ +cr+2k 
(nr? +er+2kf -(er+k? =0 > (2.6.13) 
mr? +cr+2k=cr+k => na si f; 
í (2.6.14) 


-cty c? — 3mk 


mr? + cr + 2k =-(cr+k) > hq = 
m 
Pentru rădăcinile rı corespunzătoare primului mod de vibraţie se notează 
cu C; şi C, valorile lui a, şi se obține: a=a; sau up =1. 
Pentru rădăcinile r34 corespunzătoare celui de al doilea mod de vibraţie se 
notează cu C; şi C4 valorile lui a, se obţine: a=-a; sau up =-—1. 
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A k 2 — 3mk ST ; 
Notând: p?=—, oz; Es ic vu soluția sistemului de 
m m 
ecuaţii (2.6.9) se scrie: 
x = Ce + Ce! + (ge rii Eje N (2.6.15) 
x, = Cet Ea Cre ™™ Gigroup E Ce ati d 


> Pentru: c2—3mk >0 rădăcinile r34 sunt reale, negative şi soluțiile se scriu: 
x =B; cos(pt-¢ọ;)+ Cal et) + Cd 0 2.6.17) 
x = B, cos(pr =) Cel" -Cae P) k 


Pentru t — œ termenii 2 şi 3 ai soluțiilor (2.6.17) se anulează şi sistemul 
virează după primul mod de vibrație: 


=B, cos(pt-¢,) (2.6.18) 
x, = B cos(pt - 0.) 


> Pentru: c?—3mk<0,r 34 sunt rădăcini imaginare cu partea reală negativă şi 
soluțiile corespunzătoare se scriu: 


x, =B; cos(pt-Q,)+e™™ (Cze +Cae™®) (2.6.19) 
x = Bi cos(pt- 9 )- +e% (Cze + Cet) 
sau: 
x, = B cos(pt — 9; )+ Bye” ™ cos(Bt — 
1 = B; cos(pt -9,)+ B (Br-¢2) (2.6.20) 
x = B; cos(pt - 9, )- Bae * costBr- q2) 
Pentru t — œ termenii conținând e “ —>0 şi sistemul devine: 
E (2.6.21) 
x, = Bicostpr- 0.) E 


deci amortizarea are ca efect anularea mişcării de vibraţie relativă dintre cele două 
corpuri, respectiv anularea modului 2 de vibraţie. 
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2.7. Vibraţii forţate amortizate 


Modelul matematic al vibraţiilor forțate amortizate este format din două 
corpuri mase m, şi m» legate între ele şi de mediul fix cu arcurile de constantă 
elastică kz kz şi kz şi cu elementele de amortizare vâscoasă c; c> şi cs . Asupra 
corpului de masă m, acționează o forță armonică ca în figura 2.7.1. 


Fo cos ot 


Fig. 2.7.1 


Ecuațiile diferențiale se pot scrie folosind teorema impulsului (fig. 2.7.2) 
după ce se izolează fiecare corp şi se introduc forţele de legătură din cele două 
arcuri: 


Fo cos ot X2 
XI 
pa kə (x2-X1) k3x2 
— LX <— 
i i 
i c(i, — x) 4— Că, 
Cor) 
Fig. 2.7.2 
Se obţine: 
mă =>kx — c1% + ka( xX — x )+ col X — ž )+ Fo cos @t 2.1.1) 
Mă ==k3( x3 — X )— Cal X2 — a) k3% — Cao iti 
sau: 
m ži + Că = Col x — x )+ kx — k(x, — xı )= Fo cos @t 21.2 


Pentru cazul general al coordonatelor generalizate ecuațiile diferențiale 
(2.7.2) se scriu: 


B + moda + Cid +C12ġ2 + Kid +ki2q2 = Fo cos œ (2.7.3) 


mod + Mağ + Cody + Condo + Ko + k92 =0 


sau matriceal: 
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m m 7] c c ] k k F, 
l 11 eA] 11 efa 11 e fal- Leoson (2.7.4) 
Mz Mz |(d2 Co €22 |ld2 ka kn |ld2 0 
Acesta este un sistem liniar neomogen având ca soluție suma dintre soluția 
sistemului omogen şi soluția particulară: 


t= Udon +1), (2.7.5) 


Fie rădăcinile complexe ale ecuației caracteristice de forma: 


no =0 Ei 
i2 =0 2 (2.7.6) 
Pa =0 tiB2 (01,03 <0) 

diom =€% (C, cost +C, sinßt)+ e“ (C, cost + Co sinßat) 217 


diom =€™ (pu Ci cosBat-+ noi Co sinßit)+ e°” (uC; cosBat +U3C, sinat) 


Soluția particulară a acestui sistem de ecuații se poate determina folosind 
metoda ecuațiilor complexe, considerând sistemul ca parte reală a următorului 
sistem de ecuații în complex: 


.. .. . . = ir 
pe + m222 +6111 +C1222 + kizi + ky222 = Foe 


Moi + moop + Cosi + C2222 + k2121 + kaz =0 


Z =q +is 
unde : UE AETA (2.7.8) 
Z2 =q2 +1S2 


Foe” = Fo (cos OI + i sin ot) 


Soluția complexă a sistemului (2.7.8) va fi de forma 


z = bei! oI- ) A iobei! Ore, ) A -ob e" Or, ) 
ilaro) . : ilaro) A 2; „iloto ) (2.1.9) 
za = be 09 ża = ib e 0 9 7 =—0 be e 
Înlocuind în sistemul (2.7.8) se obține: 
2 Ă 2 i ja. iot 
Dacă se fac notațiile: 
Zu = —02mij + Cyio+ ki; 
(2.7.11) 


= -02 
Za =—0^Mm,; + CaţiO+ ko 
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sistemul (2.7.10) se scrie: 


E e ac sd 2.7.12) 


Zoia + Za222 =0 
Rezolvând acest sistem în complex se obține: 
Z Zn 

ZuZn -Z21212 
2, Za 
Z22217 ZaZu 


zi e nau 
(2.7.13) 
Z2 Fe” 


Soluția particulară a sistemului (2.7.3) este: 


Z» 


q > zulcostor-e, ); ei =-arg 2 — 
Zu -Z212 


(2.7.14) 
- Za 


d =|za|cos( or- o); P2 = arg| -—— 
ZiZa = Zuțn 


unde s-a noatat: 


(2.7.15) 
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2.8. Absorbitorul dinamic simplu 


Se consideră un sistem cu un grad de libertate (sistem principal) format 
dintr-un corp de masă m, şi un arc de constantă k, legat de mediul fix, asupra căruia 
acționează o forță perturbatoare armonică F = Fycosor (fig. 2.8.1). 

Absorbitorul dinamic simplu (fără amortizare) este sistemul secundar care 
se adaugă celui principal (având pulsaţia proprie egală cu pulsația forței 
perturbatoare p; =@=4/k;/m_ într-un regim de funcționare normal) în scopul 


evitării fenomenului de rezonanță, obținându-se un sistem cu două grade de 
libertate. 


Fo cos ot 


XI 


7 


/ 


Fig. 2.8.1 


Ecuațiile diferenţiale ale mişcării sunt: 
mă, + (k + ko x, — kax = Fy cos œt 
m (ki + Ka — kzx3 = Fo (2.8.16) 


Soluția particulară (staționară) a mişcării va fi de forma: 


(2.8.2) 


X = 4 COS Ot = oa, cosot 
> 
X> = A, COS Ot 


X, = -0a cos Qt 
Introducând în ecuațiile (2.8.16) se obține: 
2 
având soluțiile: 
Ja AS om, +k) 
PRR Fok2 
2 C am, + k, |- om +k, +k, )-k2 


Soluția staționară corespunzătoare sistemului principal va fi: 


(2.8.4) 


zi 2 2 2 


cos Ot (2.8.5) 
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Se observă că pentru anumite valori ale parametrilor k? şi m 
(corespunzătoare pulsaţiei proprii a sistemului secundar p, =4/k)/m, ) se obține 
pentru x, amplitudinea zero: 
-0m +k, =0 > Te e ARII PI (2.8.6) 
m 
Condiția pentru dimensionarea absorbitorului dinamic simplu se scrie: 


ko = kı = k2 = kı (2.8.7) 
mz mı m, m 
2 _ Ki _ ko kz 


F, ; A 
Notând: p° =— =; u=; ao =r împărțind cu k;kə atât 
ma: ma kı 1 


numărătorul cât şi numitorul amplitudinii vibrației sistemului principal x; dat de 
relația (2.8.4) se obţine: 


a = 
1-0? 2 146o ™ kz 
kz kı 1 kı 
J (2.8.8) 
ahia 
10 
>q = 5 = 
(a) (a) 
lecs l+u-— -u 
P P 
Notând: n= pulsația relativă a forței perturbatoare şi cu &= ei 
aio 
factorul de amplificare relația (2.8.8) se mai scrie: 
tn 
Anas - n (2.8.9) 
a| (-nf+u -n)a 


În figura 2.8.2 sunt reprezentate variațiile factorului de amplificare pentru 
două valori ale raportului constantelor elastice: u=0.5 si u=2.5. 

Absorbitorul dinamic are rolul de “a deplasa” frecvenţa de rezonanţă a 
sistemului din zona œ/ p =1 spre două zone învecinate având pulsaţiile relative: 


2+ pai? +4 
ni2 l k E H (2.8.10) 
În figura 2.8.3 sunt reprezentate cele două valori ale frecvențelor de 
rezonanță date de relația (2.8.10) în funcție de valorile raportului u. 
Se constată că absorbitorul dinamic permite ca sistemul să vibreze în 
condiții corespunzătoare (cu amplitudini mici) atunci când pulsațiile forței 
perturbatoare au valori apropiate de pulsația proprie p.. 
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În jurul valorii de rezonanță w=p, amplitudinea poate creşte foarte mult 
pentru valori mici ale factorului u, deci absorbitorul dinamic simplu este instabil. 
Acest dezavantaj este eliminat dacă se realizează absorbitorul cu amortizare. 


ZE ame Taia] 


[i hy =] Li- hly 


0 0.5 1 1.5 2 2,5 3 


Fig. 2.8.2 Variaţiile factorului de amplificare E pentru două valori ale raportului 
constantelor elastice: u =0.5 si u=2.5. 
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Fig. 2.8.5. Variația celor două valori ale frecvenţelor de rezonanţă ale 
absorbitorului dinamic în funcţie de valorile raportului constantelor elastice p. 
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2.9. Absorbitorul dinamic cu amortizare 


Sistemului principal este format dintr-un corp de masă m, şi un arc de 
constantă k; legat de mediul fix asupra căruia acţionează o forță perturbatoare 
armonică F=Fycosot având pulsația proprie egală cu pulsaţia forţei 
perturbatoare p; =@=4k;/m_ în regimul de funcționare normal. Absorbitorul 
dinamic cu amortizare este format dintr-un corp de masă mz, un element elastic de 
constantă kz şi un element de amortizare vâscoasă cz şi este ataşat sistemului 
principal (fig. 2.9.1). 


Fo cos ot 


XI 


f 
/ 
/ 

Fig. 2.9.1 


Ecuațiile diferenţiale ale mişcării în acest caz sunt: 


Ecuațiile diferențiale în complex ataşate ecuațiilor (2.9.1) sunt: 
E 4 . iot 
mëi + cpu — coâa + (ku + ko zu — kaz = Foe’ (2.9.2) 
mo 22 — C221 + Cada — kazı + kaz) =0 
Soluția complexă a sistemului (2.9.2) va fi de forma: 
ER i( @t-Ọ; ) . —: = 2 
z =bie' 2, = iz Z =-0z 
150 í i 5 [ i 1 1 : 1 (2.9.3) 
Z2 =be' AP Z2 = 102 Z2 =—Q Z2 
Înlocuind în sistemul (2.9.2) se obține: 
= œm; + CiO + kı + kz kı = (c5io+ k3 > = Fei 2 9 4) 
= (c2i@ + k, ha + (- om, +c iO + k, k =0 
Rezolvând acest sistem în complex se obține: 
2 i iot 
— 0 m + ciù + k e 
( 2 2 - (2.9.5) 


75 2 Ș 2 : ; 2 
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sau: z = 
k + k = om, lk = om, )- kå + icok, -(m +m, )® 


) (2.9.6) 


Amplitudinea vibraţiilor sistemului principal este: 


k- om) + CO (2.9.7) 
[ki +k, -0m k -0°m )- | + eo, -( m, +m Jo” ) 


Împărțind cu k/k> atât numărătorul cât şi numitorul relaţiei (2.9.7) şi 
notând: 


a =F 


k k k F O. a 
p ==-2; u=-2; app Ci n= şicu =- (29.8) 
m ç m kı kı P io 


factorul de amplificare se scrie: 


pofl (n?) +2 (2.9.9) 


» inf -u| + Penn) 


În figura 2.9.2 sunt reprezentate variațiile factorului de amplificare (2.9.8) 
pentru trei valori ale factorului de amortizare: ( =0.1, (=0.25 si (=0.4 şi 


k 
1 15 
15 
12.5 
(=0,1 
(ex ? (20.10? 
m E 72 z 1 
[2-0.5 x| +2.0.192(1-1.5x2) (=0,25 
—— Li 
22 2 
+(2-0.25x) 
— z 775 
(2 o.s 32] +2025% -1.5) (=0,5 " 
(i ? (2.0.40? f 
(2 o.s x°] eosl- 
2.5 


Fig. 2.9.2 variațiile factorului de amplificare (2.9.8) pentru trei valori ale factorului 


de amortizare:  =0.1, (=0.25 si =0.4 şi u -2 = 0.5 (n=x) 
1 
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Se observă din figura 2.9.2 că amplitudinea a; este mai mică în jurul valorii 
de rezonanţă (w= p ) cu cât factorul de amortizare ( este mai mic, dar valorile 
amplitudinii maxime pentru prima valoare de rezonanţă a absorbitorului sunt 
foarte mari. 

În figura 2.9.3 sunt reprezentate variațiile factorului de amplificare (2.9.8) 
pentru trei valori ale raportului u=k>/k,: u=0.5; u=1l si u=2.5 şi un factor 
de amortizare (=0.2 

Se observă din figura 2.9.3 că amplitudinea este mai mică şi devine mai 
stabilă în jurul valorii de rezonanță w=p cu cât raportul u= k/k; este mai 
k k 
my Ma 


mare , însă în acest caz masa mz este mai mare conform relației şi 


valorile amplitudinii maxime pentru prima valoare de rezonanță a absorbitorului 
dinamic sunt mai mari. 


25 
25 


20F u=2,5 
(Ao 
de E sa js x 
| (Ao pl 
[li aj atatea i 


r 3 2 x u=0,5 
(i gasi 120.21-3.52 


10 
| (12) 40.02? 


0 
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 


0 X 2 
Fig. 2.9.3. Variațiile factorului de amplificare pentru trei valori ale raportului 
u=k,/kķk: u=0.5; u=l si u=2.5 şi un factor de amortizare (=0.2 
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2.10. Absorbitorul dinamic la răsucire 
(HOUDAILLE) 


Absorbitorul dinamic de tip Houdaille este folosit pentru amortizarea 
vibrațiilor la torsiune ale arborilor de maşini pentru un domeniu larg al pulsaţiilor 
forței de excitație. Acesta este format dintr-un volant având momentul de inerție J> 
montat cu joc într-o carcasă plină cu ulei având momentul de inerție J;, astfel încât 
acesta se poate roti cu frecare vâscoasă în interiorul carcasei. Excitaţia exterioară 
este dată de cuplul armonic Mo cos œt ce acționează asupra carcasei (fig. 2.10.1). 


JI 


IN 


Mo cost 


Fig. 2.10.1 


Se consideră ca parametri ai mişcării sistemului unghiul de rotire al 
carcasei q, şi unghiul de rotire al volantului œ: (œ> <Ọ;). În figura 2.10.2 sunt 
reprezentate cele două corpuri izolate, cu cuplurile ce acţionează asupra lor şi 
accelerațiile unghiulare respective. 


Fig. 2.10.2 


Teorema momentului cinetic se scrie pentru fiecare din cele două corpuri astfel: 
J2 =c( Pi) 

JP + kO; +c -O )=Mocosor 

sau: 191 EP (M ?2)=Mo (2.10.2) 
J22 —c( Pi — 2 )=0 

Soluția staționară a acestui sistem de ecuații diferențiale este de forma: 

Ọı =q; cos( @t — 9; ) 


(2.10.1) 


(2.10.3) 


> =a, cos( @t — 9, ) 


Pentru a determina amplitudinea vibrațiilor forțate cu amortizare se 
consideră sistemul de ecuații în complex ataşat sistemului real (2.10.2): 
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pci lit )= Moe” 


i de na (2.10.4) 
J262 —c( Gu — 02 )=0 
Soluţia staționară a acestui sistem este de forma: 
Ș, = e 
; (2.10.5) 
Po = e ™ 
Înlocuind în sistemul (2.10.4) se obține: 
2 ; = Se 
0 J; +k +ico )& —icoă, = M 
( f jä ETAD (2.10.6) 
-icœŭ +(-0°J, +ic@)ã, =0 
Rezolvând acest sistem rezultă amplitudinile complexe: 
J (-0°J, +ic@)Mo 
4 = 7 ; 2 ; 279 
(œJ; +k+ic@)((-0^J, rico)+c“o (2.10.7) 
Pa ic@M 9 
E] 2 272 
(-0°J, +k +ic@)(-0°J, +ico)+c70 
Dacă se introduc notațiile: 
k J (0) c CO M 
2 2 0 
=—; ==; =~; = >20 =~; =—— 2.10.8 
da: Fall pp Se Pap (0108) 


şi se împarte atât numărătorul cât şi numitorul expresiei amplitudinii lui & (2.10.7) 
se obține: 


a —Am2 + 2i(m 
1 = Ps (1—m2 + 2i(n )(—Am? +2i(n )+(26m )? (2.10.9) 
R -AN + 2i% 
> aj >= 0 


-1 -n° )+(1—m2 —Am2 Pi 


Amplitudinea reală a carcasei se scrie ca modul al amplitudinii complexe: 


îs — Am + 2i6 
H= pist -An(1-? )+(1-? -An? iţ 
(2.10.10) 
_ A _ An? +4? 
RS A2271 n22 2/1 m2 2 
Ps VAN (1-n ) +46 (1-0 (1+1 )) 


unde ģ este factorul de amplificare a amplitudinilor vibrațiilor. 

Se observă că amplitudinea vibrațiilor forțate depinde de pulsația relativă n 
şi de parametrii A şi (. Parametrul À fiind un parametru constructiv, se studiază în 
continuare modul de variție al amplitudinii cu factorul de amortizare ( pentru A=1. 


Pentru cele două cazuri extreme ale factorului de amortizare se obține: 


> Pentru (=0 factorul de amplificare are aceeaşi expresie ca în cazul vibraţiilor 
forțate neamortizate pentru un volant de moment de inerție J;: 
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i 23 
& = h-n?| 


> Pentru (eco factorul de amplificare are aceeaşi expresie ca în cazul 


(2.10.11) 


vibraţiilor forțate neamortizate pentru un volant de moment de inerție 
J=] +J, =J (1+1): 
1 


62 “iaran] (2.10.12) 


În figura 2.10.3 sunt date variațiile factorul de amplificare pentru 
următoarele valori ale factorului de amortizare: (=0,05; &=0,1; (=0,3; (=05; 
(=1 şi %51,5. 


2 2 
— 11 ¢=0,05 
(2-0.05)2+x 
2 2 
Lli 40.0.05)2(1-22) 10 (215 
îi Lă 
(20.1)? 9 
2 2 
Lel eon- 3 
(20.3)? A J 
2 2 — = 
eli) eol-ze) ¢=0,1 
6 = 
(20.524 
2 2 
Lli eosl- 3 (=0,5 (=0,3 
(2-0? 4 
2 2 
eli) eal- 3 
(21.542 2 
2 2 
24122) aaas- 
1 
o 
o 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 
0 X 2 


Fig. 2.10.3 Variaţiile factorul de amplificare pentru diferite valori ale factorului de 
amortizare: (=0,05; (=0,1; (=0,3; 0=0,5; Ç=1 şi (=15. 


Se observă că toate diagramele din figura 2.10.3 trec prin două puncte fixe 
care au abscisele soluţii ale ecuaţiei: 


1—m2 =1-n?°(1+4)>n =0 


k-n? A , 7 (2.10.13) 
1- =—1+m(1+1)3m =, ——— 
n n( )=n2 24) 
Valoarea corespunzătoare a factorului de amplificare este: 

E iti 2 (2.10.14) 


A 
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Pentru cazul din figura 2.10.3 această valoare este: 


m= e 0816 Să (2.10.15) 


Valoarea optimă a factorului de amortizare (pentru care se obține un factor 
de amplificare minim) este: 


. 10,288 (2.10.16) 


Sop = DIA 24): Sopi DAȚI 


În figura 2.10.4 sunt date variațiile factorul de amplificare pentru un factor 
de amortizare (=0,3 şi pentru următoarele valori ale parametrului A: 
1=0,5; A=1; 4=1,5; 1=2,5 şi A=5. 


6 
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5.5 
| 120,5 
(20.3).+40.59- à | 
oso liA ao a0.) 4.5 A=1 
OERI 4 
2 2 2 772 
ax l-ð 203 - we] T =1,5 
oI HLS 
2 2 2[ m ? 
(1.5919) 420.37 a.s] I 2=2,5 . 
m > 3 2.5 
(20.3 H2.) 
Af 2)? F pad 155 
ew lA 03 [2.5] 2 
(20.345 1.5 
P 2 A 2 
(59239) 203 = us] i 
0.5 
0 
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 
0 x 2 


Fig. 2.10.4 Variaţiile factorul de amplificare pentru un factor de amortizare (=0,3 şi 
diferite valori ale parametrului À : 1=0,5; A=1; A=1,5; A=2,5 şi 1=5. 
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2.11. Probleme propuse 
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Fig. 2.11.2 


2.11.1. Două roți omogene de mase m şi 
2m sunt legate de mediul fix prin 
articulații şi între ele printr-un fir, la 
capătul căruia atârnă masa 4m, prin 
intermediul unui arc de rigiditate k;; 
celălalt capăt al firului este legat de 
mediul fix prin intermediul unui arc de 
rigiditate kz , ca în fig.2.11.1. Să se 
determine pulsațiile şi frecvențele proprii 
ale vibraţiilor libere ale acestui sistem. 
Date numerice: m=l kg; k; = 50 N/mm; 


k> = 80 N/mm; g=10 ms? 


2.11.2. Două roţi omogene de mase m şi 
2m sunt legate între ele prin intermediul 
unui fir la capătul căruia atârnă masa 4m 
; celălalt capăt al firului este legat de 
mediul fix prin intermediul unui arc de 
rigiditate k; ; roata de masă m este legată 
de mediul fix prin intermediul unui arc de 
rigiditate k ca în fig. 2.11.2. Să se 
determine pulsaţiile şi frecvențele proprii 
ale vibrațiilor libere ale acestui sistem. 
Date numerice: m=l kg; k = 50 N/mm; 


kz = 80 N/mm; g=10 ms? 
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2m 


Fig. 2.11.3 


Fig. 2. 11.4 
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2.11.3. Două roți omogene de mase m şi 
2m sunt legate între ele prin intermediul 
unui fir la capătul căruia atârnă masa 4m, 
prin intermediul unui arc de rigiditate k;; 
celălalt capăt al firului este legat de 
mediul fix ; roata de masă m este legată 
de mediul fix printr-o articulație iar roata 
de masă 2m prin intermediul unui arc de 
rigiditate k , ca în fig.2.11.3. Să se 
determine pulsațiile şi frecvențele proprii 
ale vibraţiilor libere ale acestui sistem. 
Date numerice: m=l kg; kı = 50 


N/mm; k: = 80 N/mm; g=10 ms? 


2.11.4. Două roţi omogene de mase m şi 
2m sunt legate între ele prin intermediul 
unui fir la capătul căruia atârnă masa 4m 
prin intermediul unui arc de rigiditate k; ; 
celălalt capăt al firului este legat de 
mediul fix prin intermediul unui arc de 
rigiditate k; ; roata de masă m este legată 
de mediul fix prin intermediul unui arc de 
rigiditate k iar roata de masă 2m printr-o 
articulație ca în fig. 2.11.4. Să se 
determine pulsaţiile şi frecvențele proprii 
ale vibraţiilor libere ale acestui sistem. 

Date numerice: m=l kg; k; = 50 N/mm; 
k> = 80 N/mm ; k; = 100 N/mm; g=10 


ms? 
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2.11.5. Se consideră pendulul dublu, 
format din două bare de lungime L de 
mase neglijabile la capetele cărora se 
găsesc două mase m, legate între ele prin 
intermediul unui arc de rigiditate k la 
distanța a de articulații, ca în fig. 2.11.5. 
Să se determine pulsațiile şi modurile 
proprii de vibraţie corespunzătoare ale 
vibraţiilor libere ale acestui sistem. 

Date numerice: m=l kg; L= 500 mm; 
a=200 mm; k = 50 N/mm; g=10 ms? 


Fig. 2. 11.5 
kı Mi kz m2 k3 


Fig. 2. 11.6 


2.11.6 . Se consideră sistemul format din două mase m; şi m, legate între ele şi cu 
mediul fix prin intermediul elementelor elastice de rigidități kz , kı şi respectiv ks 
ca în fig. 2.11.6. Să se determine ecuațiile diferențiale ale mişcării frecvențele şi 
modurile proprii de vibrații ale acestui sistem. Date numerice: m;=1 kg; m,=3 kg; 
kı = k; = 50 N/mm; k =100 N/mm 


Fig. 2. 11.7 Fig. 2. 11.8 


2.11.7. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi 
rigiditate constantă EI, pe care se află montați doi volanți de mase m şi 2m , având 
legăturile cu mediul fix ca în fig. 2.11.7. Să se determine folosind metoda 
coeficienţilor de influență frecvențele proprii şi modurile proprii de vibrații 
flexionale corespunzătoare ale acestui sistem. Date numerice: m=2 kg; a= 50 mm; 
EI= 125. 10° N m?; g=10 ms? 
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2.11.8. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi 
rigiditate constantă EI, pe care se află montați doi volanți de mase m şi 2m , având 
legăturile cu mediul fix ca în fig. 2.11.8. Să se determine (folosind metoda 
coeficienţilor de influență) frecvențele proprii şi modurile proprii de vibrații 
flexionale corespunzătoare ale acestui sistem. Date numerice: m=2 kg; a = 50 mm; 
EI = 125. 10° N m; g=10 ms”. 


Fig. 2. 11.9 Fig. 2. 11.10 


2.11.9. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi 
rigiditate constantă EI, pe care se află montați doi volanţi de mase m şi 2m , având 
legăturile cu mediul fix ca în fig. 2.11.9. Să se determine folosind metoda 
coeficienţilor de influenţă frecvențele proprii şi modurile proprii ale vibraţiilor 
flexionale corespunzătoare ale acestui sistem. Date numerice: m=2 kg; a= 50 mm; 
EI= 125. 10° N m; g=10 ms”. 


2.11.10. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi 
rigiditate constantă EI, pe care se află montați doi volanți de mase m şi 2m , având 
legăturile cu mediul fix ca în fig. 2.11.10. Să se determine (folosind metoda 
coeficienţilor de influență) frecvențele proprii şi modurile proprii de vibrații 
flexionale corespunzătoare ale acestui sistem. Date numerice: m=2 kg; a= 50 mm; 
EI= 125. 10° N m?; g=10 ms? 


Fig. 2. 11.11 Fig. 2. 11.12 


2.11.11. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi 
rigiditate constantă EI, pe care se află montați doi volanţi de mase m şi 2m , având 
legăturile cu mediul fix ca în fig. 2.11.11. Să se determine (folosind metoda 
coeficienţilor de influență) frecvențele proprii şi modurile proprii de vibrații 
flexionale corespunzătoare ale acestui sistem. Date numerice: m =2 kg; a = 50 
mm; EI = 125. 10° N m; g=10 ms? 
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2.11.12. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi 
rigiditate constantă EI, pe care se află montați doi volanţi de mase m şi 2m , având 
legăturile cu mediul fix ca în fig. 2.11.12. Să se determine (folosind metoda 
coeficienţilor de influență) frecvențele proprii şi modurile proprii de vibrații 
flexionale corespunzătoare ale acestui sistem. Date numerice: m =2 kg; a = 50 
mm; EI = 125. 10° N m’; g=10 ms? 


Fig. 2. 11.13 Fig. 2. 11.14 


2.11.13. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi 
rigiditate constantă GI, (având diametrul constant d) , pe care se află montați doi 
volanţi de momente de inerție J şi 2J , având legăturile cu mediul fix ca în fig. 
2.11.13. Să se determine frecvențele proprii şi modurile proprii pentru vibraţiile 
torsionale ale acestui sistem. Date numerice: J =50 kgm’; a = 100 mm; a=60mm; 
G = 85. 10 N/mm? 


2.11.14. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi 
rigiditate constantă G7, (având diametrul constant d) , pe care se află montați doi 
volanți de momente de inerție J şi 2J , având legăturile cu mediul fix ca în fig. 
2.11.14. Să se determine frecvențele proprii şi modurile proprii pentru vibraţiile 
torsionale ale acestui sistem. Date numerice: J =50 kgm’; a= 100 mm; d=60mm; 
G = 85. 10 N/mm’. 


Fig. 2. 11.15 


2.11.15. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi 

rigiditate constantă GI, (având diametrul constant d) , pe care se află montați doi 

volanţi de momente de inerție J şi 2J , având legăturile cu mediul fix ca în fig. 

2.11.15. Să se determine frecvențele proprii şi modurile proprii pentru vibraţiile 

torsionale ale acestui sistem. Date numerice: J =50 kgm’; a = 100 mm; a=60mm; 
G = 85- 10 N/mm? 
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CAPITOLUL III 
VIBRAŢIILE SISTEMELOR CU 
N GRADE DE LIBERTATE 


Studiul vibrațiilor sistemelor conservative prezintă interes atât pentru 
analiza structurilor cu amortizare neglijabilă (şasiuri, cadre, batiuri, etc.) cât şi 
pentru analiza structuri reale cu amortizare proporțională al căror răspuns poate fi 
exprimat în funcţie de modurile proprii de vibraţie ale sistemului conservativ 
asociat. 


3.1. Vibraţii libere ale sistemelor discrete. 


Abordarea modală. 


Ecuațiile diferenţiale ale vibraţiilor libere ale unui sistem conservativ cu N 
grade de libertate, scrise în funcţie de coordonatele generalizate independente q;, 
4z.. qn, sunt de forma: 


[m ka} [K fa} 0} (3.1.0) 


unde: /M] este matricea maselor şi /K/ matricea constantelor elastice; acestea 
sunt matrici pozitive, nesingulare şi simetrice (când coordonatele q; definesc 
deplasări față de un reper fix din spațiu) 


[q] este matricea coloană a coordonatelor generalizate şi li] matricea 
coloană a acceleraţiilor generalizate 


Soluţiile sistemului (3.1.1) sunt de forma: 


u= kos pr (3.1.2) 


şi reprezintă o vibraţie armonică pentru care mişcările corespunzătoare celor N 
coordonate generalizate sunt sincrone şi sinfazice. 


Înlocuind soluţia (3.1.2) în (3.1.1), rezultă ecuaţiile matriceale echivalente: 
MTK i= pt) 


Ikl- plm) e Krmi 


(3.1.3) 
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Aceasta este o problemă de valori proprii asociată matricelor [M] şi [K]. 


Sistemul (3.1.3) are soluţii nenule numai dacă : 
der ]- p2[m])=0 (3.1.4) 


Relaţia (3.1.4) este o ecuaţie algebrică de gradul N în p’, numită ecuația 
pulsațiilor. Rădăcinile acesteia p?, SRR p3 (se consideră cazul când cele N 
valori sunt distincte) sunt toate reale şi pozitive şi se numesc valori proprii. 


Mărimile A se numesc pulsații proprii. 


Fiecărei valori proprii p? îi corespunde un vector propriu [y®” 


din elemente reale ye” 


(x plot 6.1.5) 


şi care defineşte forma modului propriu de vibrație (r). 


], format 


, care satisface ecuația 


Aceşti vectori modali sunt unici, în sensul că deşi valorile elementelor pot 


fi arbitrare, raportul între două elemente y? ), y” este constant. Procesul de 


“ajustare” a elementelor vectorilor proprii pentru ca amplitudinea să fie unică se 
numeşte normalizare, iar vectorii rezultați definesc forma modurilor normale de 
vibrație. Normalizarea se face alegând fie ye, =1, fie OY lu KWO} Il. 


m 


Probleme de valori proprii (3.1.5) se scrie sub forma : 
MTI pr) 


cpr) 10) e) 


deci vectorii proprii la dreapta matricei [D]= [M je [K] şi ai matricei inverse 
Ip]! =[K lu | sunt identici, iar valorile proprii corespunzătoare sunt inverse 
una alteia (datorită simetriei matricelor [M] şi [K]). 


Între vectorii proprii (rr) } şi matricele [M] şi [K] există următoarele 
relații de ortogonalitate: 


0) TA 10) o, (rs) 3.1.7 
0) d 0) 30) (+s) 


în care [M] şi [K] joacă rolul de matrici de ponderare. 
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Dacă se înmulţeşte ecuația matriceală (3.1.5) la stânga cu 0) 4 se obține: 


WOY (xl- plm hop) (3.1.8) 


Se notează: 


m -WOJ MWO) si t -WOT lu) (3.1.9) 


unde m, este masa generalizată corespunzătoare modului r (masa modală ) şi k, 
constanta elastică generalizată corespunzătoare modului r (constanta elastică 
modală). 


Ecuația (3.1.8) devine: 


k, — p2m, =0 (3.1.10) 
Rezultă: 
p? = k, Z VO lo) (3.1.11) 


m AOF MKO} 


Se defineşte matricea modală matricea pătrată având drept coloane 


vectorii proprii kO} 


(2 3 70) a 8 A 3 VAG 6.1.12) 


Dacă valorile proprii se aranjează în matricea diagonală numită matricea 
spectrală: 


lP = diaelp2 | (3.1.13) 


atunci ecuațiile (3.1.5) se scriu sub forma 


[<Tel- mir]? =]. 68.1.14) 
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3.2. Vibraţii forţate neamortizate ale sistemelor 


conservative 


Ecuațiile vibrațiilor forțate neamortizate ale unui sistem conservativ cu N 
grade de libertate se scriu sub forma : 


[m ka} [K a} {r} (3.2.1) 


unde {f } este vectorul excitației iar celelalte notații au aceleaşi semnificații ca în 
relația (3.1.1). 


În cazul general în care matricele [M] şi [K] nu sunt simultan diagonale 
pentru decuplarea ecuațiilor (3.2.1) se foloseşte transformarea liniară: 


u= FÉ} (3.2.2) 


exprimând vectorul coordonatelor generalizate la} ca o combinație liniară de 


vectorii proprii pO} şi &, reprezintă coordonatele principale neamortizate: 


vOlw0E, (3.2.3) 


Înlocuind (3.2.2) în (3.2.1) şi înmulţind la stânga cu F, rezultă ecuația 
matriceală: 


Du rul) i kiN (3.2.4) 


Ecuația r corespunzătoare coordonatei principale é, se obţine scriind linia 
r a ecuației matriceale (3.2.4) şi ținând seama de relațiile de ortogonalitate (3.1.7) : 


VO) Imlv0E, WO llv0E, POTU 625 
Folosind relaţiile (3.1.8) şi (3.1.9), ecuaţia (3.2.5) se mai scrie: 
mč, +k, =F, (3.2.6) 
unde m, este masa modală corespunzătoare modului r 
k, - constanta modală corespunzătoare modului r (3.2.7) 
F, = fy 0) 7 ) - forța generalizată (modală) corespunzătoare modului r. 


Dacă se introduc matricele diagonale corespunzătoare: 


> maselor modale: 


[n =f] [m fy]= diagln, ] (3.2.8) 
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>  constantelor elastice modale: 


kP = ef [kY] diagik,] (3.2.9) 


> şi vectorul forţelor modale: 


FHT 8.2.10) 


atunci sistemul (3.2.3) se mai scrie: 


mPEHEPE=E} (83.2.11) 


şi reprezintă N ecuații decuplate echivalente cu N ecuații independente cu un 
singur grad de libertate. 


În cazul unei excitații armonice de forma {f }= ppe soluția staționară 
este de forma: 


Wk” > j=- eA (3.2.12) 


şi ecuația (3.2.10) se scrie: 


Co mP + Par) (3.2.13) 


Folosind transformarea de coordonate principale: 


(= IE EKOE, (8.2.14) 


r=l 


ecuaţia 3.2.12 se scrie: 


(o? m, +k, E = PP) (3.2.15) 


Rezultă: 


wo) (3.2.16) 


deci: Kl= 5 po YHo} 8.2.17) 


Modurile proprii de vibrație 919); ale unui sistem conservativ se pot 
manifesta şi în absenţa unei solicitări exterioare. Este posibil ca fiecărui mod 
propriu de vibrație să i se ataşeze câte un mod propriu de solicitare, denumit mod 
principal de excitație care reprezintă distribuţia de forţe având pulsaţii diferite de 
pulsaţia proprie p, capabilă să întrețină vibrația corespunzător modului propriu r. 
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(r) Liot i@t 


„ atunci 


produce răspunsul {q}= 0) 


Dacă excitaţia 1/)= 
din relaţia (3.2.12) rezultă {}={/} e, unde {Z} este coloana r a matricei 


unitate [7], iar ecuaţia (3.2.5) devine: 


(PO) ([xl- plm) (3.2.18) 


Relaţia (3.2.18) defineşte modul principal de solicitare corespunzător 
pulsaţiei proprii p, . 


Înmulţind în ecuaţia (3.2.18) la stânga cu fpo i conform relațiilor de 
ortogonalitate (3.1.7) rezultă relaţia: 


po EOE (3.2.19) 


care arată că lucrul mecanic efectuat de forțele corespunzătoare modului principal 
de solicitare pe deplasările corespunzătoare celorlalte moduri de vibrație este nul. 


Analog, pe baza relațiilor (3.1.8) şi (3.1.9), din relația (3.2.19) se obține: 


pofo} k, - 0m" = efi) (3.2.20) 


r 


Se observă că pentru & # p, lucrul mecanic efectuat este diferit de zero. 
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3.3. Vibraţiile sistemelor amortizate 


Ecuațiile vibraţiilor forţate ale unui sistem cu N grade de libertate cu 
amortizare vâscoasă liniară se pot scrie sub forma: 


mM fi} [c klair} (3.3.1) 


unde [C] este matricea coeficienţilor de amortizare vâscoasă, denumită şi matricea 
amortizării. Se va considera că [C] este reală, simetrică şi definită pozitiv. 


Transformarea în coordonate principale č conform relaţiei (3.2.2) şi 
înmulțirea ecuaţiei obţinute la stânga cu [¥]" conduce la sistemul de ecuații: 


[e] [a ej) be [cel De kE E-E 6.32) 
Folosind notațiile (3.2.8), (3.2.9) şi notând: 
[e]= ePicle] (3.3.3) 
sistemul (3.3.2) devine: 
PE lelE)+ HP E= (3.3.4) 
Se deosebesc două cazuri: 


> cazul când matricea [c] nu este diagonală, amortizarea vâscoasă se numeşte 


neproporțională (neortogonală sau neclasică). Prima ecuație diferențială a 
sistemului (3.3.4) se scrie: 


.. . N . 
m% +c% + Perb, +k =A (3.3.5) 
r=2 


Termenul al treilea indică existența unei cuplări între modurile de vibrație 
datorată amortizării. În acest caz se definesc pulsaţiile proprii complexe şi 
formele proprii complexe, după cum urmează. 


> cazul când matricea [c] este diagonală, amortizarea vâscoasă se numeşte 
proporțională (ortogonală sau clasică). Făcând notația: 


[eP = diagle, ] (3.3.6) 
sistemul (3.3.4) devine: 


mP EHLPEH KP EHE (3.3.7) 


deci în aceste condiții modurile de vibraţie sunt decuplate. 
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Prima ecuație diferenţială a sistemului (3.3.7) se scrie: 
mč +c% +k = Fi (3.3.8) 
şi poate fi rezolvată independent de celelalte N-Z ecuații. 
Denumirea de amortizare proporțională provine de la o observație a lui 


Rayleigh. Astfel, dacă e exprimă matricea amortizării [C] ca o combinație a 
matricelor [M] şi [K] de forma: 


[C]= om ]+ |k] (3.3.9) 


unde 7 şi © sunt doi factori de proporționalitate, atunci matricea 
R F [Cv] este diagonală. 


Într-adevăr: 
[ef [cT]= chef [m Y] he kI] omP + le = leP 6.3.10) 


Amortizarea proporțională nu trebuie însă limitată la o combinaţie liniară a 
matricelor masei şi rigidităţii. S-a demonstrat că dacă matricea amortizării [C] se 
poate exprima ca o funcție polinomială a matricelor [M] şi [K] atunci matricea 
modală [¥] diagonalizează matricea [C] la fel ca şi matricele IM ] şi |k ], cu 
condiția ca matricea modală să fie ortogonală adică: 


[e [e]= [7] 8.3.11) 


Condiția generală necesară şi suficientă pentru decuplarea ecuațiilor 
(3.3.2) după aplicarea transformării de coordonate principale este: 


lcim xl= ll 'Ic] (3.3.12) 


În practica inginerească alegerea ipotezei amortizării proporţionale nu se 
face verificând respectarea condiției (3.3.12) ci mult mai simplu, considerând 
neglijabili termenii nediagonali ai matricei amortizării, adică cuplajele intermodale 
produse de amortizări. Dacă matricea amortizării poate fi diagonalizată folosind 
aceeaşi transformare care decuplează sistemul (3.1.1), răspunsul sistemului 
amortizat se poate exprima în funcţie de modurile de vibraţie ale sistemului 


neamortizat asociat fo} numite moduri reale sau clasice de vibrație. 
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3.4. Moduri clasice de vibrații forţate 


3.4.1. Vibraţii forţate cu amortizare vâscoasă 


În cazul amortizării vâscoase proporţionale se poate stabili o relaţie de 
ortogonalitate pentru matricea coeficienţilor de amortizare: 


OFK ts) (83.4.1) 
şi se notează cu c, coeficientul de amortizare vâscoasă modală: 
70) [co e, r=s (3.4.2) 


În regim armonic staționar, dacă se scrie: 
vpk”, fake, (3.4.3) 
ecuaţia matriceală (3.3.1) [M Kg }+ [c ho} [K lg)= {F se scrie sub forma: 
(pere iplel+ k a)=V) 3.4.4) 
Aplicând transformarea de coordonate principale: 
a N 
ale) SOF, (8.4.5) 
r=l 


înmulţind la stînga ecuaţia (3.4.4) cu [YŢ şi folosind relaţiile (3.1.6) - (3.1.8), 
(3.4.1) şi (3.4.2) rezultă expresia coordonatei complexe principale: 


z- bOIV] 
= m, hp? — 02 + 2i6 op, Pan 


unde s-a notat cu (, factorul de amortizare corespunzător modului r: 


E E — (3.4.7) 
2m,0, 
Ținând seama de (3.4.6) relaţia (3.4.5) se scrie: 


t)= 3 Of Vo) (3.4.8) 


Dirt TI 2 
E 0" + i2600, +0, 


3.4.2. Vibraţii forțate cu amortizare histeretică 


Ecuațiile diferențiale ale vibrațiilor forțate cu amortizare histeretică pentru 
un sistem liniar cu N grade de libertate se pot scrie matriceal: 
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Imla ler) Ia) 0) (49) 


unde [H] este matricea coeficienţilor de amortizare histeretică (reală, pozitiv 
definită şi simetrică). 

În cazul amortizării histeretice proporționale se poate stabili ca şi în cazul 
precedent o relație de ortogonalitate pentru matricea coeficienţilor de amortizare 


histeretică: 
WOY [H Wo- 0 (+s) (3.4.10) 


şi se notează cu h, coeficientul de amortizare histerezică modală corespunzător 


modului r : 
KOTEK, pă (3.4.11) 
În regim armonic staționar, dacă se scrie: 
=p”. uak”, (3.4.12) 
ecuația matriceală (3.3.1): [MI [C ko}+ [K Hq} {f} se scrie sub forma: 


Coe] ile =) (3.4.13) 


Aplicând transformarea de coordonate principale (3.4.5) se decuplează 
sistemul de ecuații (3.4.13), care devine: 


Com + AP PEO E (3.4.14) 


unde s-a notat: 


[aP = diagln, ] (3.4.15) 
Ecuația r a acestui sistem se scrie 
k, —02m, + ih, E, =F, (3.4.16) 


deci coordonata modală complexă este: 
A O) 47 
6, = UI (3.4.17) 
k,- 0"m, + ih, 
Rezultă vectorul amplitudinilor complexe ale deplasărilor: 


t)= VW by De Ji (3.4.18) 


r=l o? 
k|l-—z+ig, 
Pr 
unde s-a notat cu g, factorul de amortizare histeretică corespunzător modului r: 
e, =h,/k, (3.4.19) 
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În cazul metodelor de identificarea dinamică a sistemelor mecanice cu 


excitație într-un punct interesează răspunsul pe direcția coordonatei q; produs de 
o forță armonică aplicată pe direcția coordonatei q. 


Ținând seama de derivata parţială în raport cu coordonata principală é, 


amplitudinilor complexe ale deplasărilor conform relației (3.4.5): 


2 pu 9 n 40 
ze ok, bo) (3.4.20) 


expresia (3.4.18) se scrie: 


dq A oq 
y AC) O a l JE. 
g=} = e (3.421) 
da + i-a dea i-si 
r 2 r r T r 
P, P, 
Rezultă receptanța (de transfer) complexă: 
> N Chy e) N yuy O i 
afise e (3.422) 
jl 2 k r 
fi r=l (A) ; r=l r&r 
k,| 1l-— +ig, 
Pr 
unde s-a notat cu: VW, =arctg Er 7“ (3.4.23) 
(A) 


La acelaşi rezultat se ajunge folosind metoda răspunsului în frecvență. 


Astfel, ecuația (3.4.13) se mai scrie: 


pl=V) (3.4.24) 


unde s-a notat cu B] matricea obstructanțelor complexe (matricea 
constantelor elastice dinamice): 


= om] Ard x] (3.4.25) 


Matricea receptanţelor complexe sau a coeficienţilor de influenţă dinamici 


este inversa matricei obstructanţelor complexe: 


[al= BI =F em] ila] K, (3.4.26) 


şi are elementele de forma: 


devine: 


si 


EEL (8.4.27) 
J of, 


Aplicând transformarea de coordonate principale (3.4.5) ecuația (3.4.24) 


BlvlE VU] (3.4.28) 
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š A T $ $ 
După înmulțirea la stânga cu [y] se obține sistemul decuplat: 


PET) (3.4.29) 


unde: BP -if Bil- omP + + AP) (3.4.30) 
iar obstructanța modală complexă este: 
B. =k, —02m, +ih,. (3.4.31) 


Receptanţa modală complexă este inversa obstructanței modale complexe: 


j- =i, 
a = LLS 1 Siny, e 


"B 2 k,g, 
p efis] 


r 


(3.4.32) 


şi matricea diagonală corespunzătoare receptanțelor modale este: 


la, P = fs pY. (8.4.33) 


Prin inversarea relației (3.4.42) se obține: 


fri ele) (3.4.34) 
Prin inversarea relației matriceale la, P =]? [a] |] se obține: 

l, PY -BF lare) (3.4.35) 
Înmulţind relația (3.4.35) la stânga cu lu] şi la dreapta cu |v |se obţine: 

Yiu, PeF =f] (3.4.36) 


Coloana / a matricei receptanţelor complexe [a] reprezintă vectorul 


răspuns pentru o forță aplicată după direcția coordonatei l : 
ta), = ela, Pi) =i, vy} (3.4.37) 
unde fP} este un vector care conține elementul Z al fiecărui mod propriu. 


Rezultă elementul G,; al matricei receptanțelor complexe: 


R N y Cy O | 
ap =E yy Va, sin, eh 6450) 
r=l r=l r&r 


având expresia identică cu cea obţinută anterior (3.4.34). 
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3.5. Probleme rezolvate 
3.5.1. Pendulul triplu 


Se consideră sistemul cu trei grade de libertate format din 3 tije identice de 
masă m şi lungime L articulate la capătul superior, fiecare tijă având la celălalt 
capăt câte o piesă cilindrică de masă M. La distanţa a de articulaţii tijele sunt legate 
între ele cu două arcuri identice de constantă elastică k ca în figura 3.5.1. Să se 
determine pulsaţiile şi modurile proprii de vibraţie. 


LI DP A Se consideră ca parametrii ai 


mişcării sistemului unghiurile 
0, 6 şi 0;. Valorile deplasărilor 
şi vitezelor unghiulare la 
momentul inițial (t = 0) sunt: 


0, =0°; 0, =02; 0, =00 


6, — 6, = 6; =0 
(3.5.1) 
Energia cinetică a sistemului 
este: 


E, = +ME2) (2 +63 +62) 


Fig. 3.5.1 (3.5.2) 
2 
J = = este momentul de inerție al barei de masă m şi lungime L. 


Energia potenţială a sistemului este suma dintre energia elastică a arcurilor 
şi energia potenţială gravitaţională a sistemului de bare şi corpuri de masă M: 
z ka? 


V “fe, -8, y + (0, —9, pl- sm Foca, — cos, —cos8,) (3.5.3) 


[2 
Dacă se notează: Jo = ”> MI? : ko =ka? + gi| M p (3.5.4) 
we ” 2 


oE 
ecuațiile lui Lagrange: A < |+ 2h =0, k =1,2,3 se scriu: 
dt| 9, | 98, 
Joð, —ka70, +( ko + ka? )Ð» —ka’0; =0 (3.5.5) 
Joð; — ka20, + k903 =0 
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Soluțiile sistemului de ecuații diferenţiale (3.5.5) sunt de forma: 


0, = aj cos(pt-ọ) 6, =-p"a cos(pt - 0) 
0, =a, cos(pr = ọ) > 6 = —p%ap cos(pr = 0) (3.5.6) 
93 =a; costpr- 9) 6, = pas cos(pr — 0) 


Introducând (3.5.6)în (3.5.4) se obţine sistemul omogen: 
(—Jop? + ko Ja; — ka’a, =0 
— ka?a, +(—Jpp? + ko + ka? Ja» — ka?a3 =0 (3.5.7) 


Condiţia ca sistemul (3.5.7) să admită soluţii nebanale se scrie: 


— ka? kọ+ka?-Jọp?  —ka? |=0 (3.5.8) 
0 — ka? ko — Jop? 


care este echivalent cu ecuația: 
(ko-Jop? Ẹ ko- Jop? }+ka?(ko- Jop? )-Xka? 220 6.5.9) 


Rezolvând ecuaţia (3.5.9) rezultă cele 3 pulsații proprii: 


(3.5.10) 


gL M +2 |+ ka? 
ko _ 2 


Po = —3 
Jo Eur) 
3 


7 gL M+ +3ka? 
ko + 2ka 2 
p3 = Fi = (3.5.12) 
0 | M+— 
3 


Soluțiile corespunzătoare de vibraţie modului r (r=1,2,3) sunt: 


(3.5.11) 


8, = ip cos(p,t TA p.) 
02, = aa, cos(p,t —0,) (3.5.13) 
03, = dop cos(p,t 7 P.) 
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Coeficienţii de distribuție corespunzători modului r de vibrație se 
determină din primele două ecuaţii ale sistemului (3.5.7) care se mai scriu: 


2 
îi +k 
dap = Pr o a 
3.5.14 
— Jop? + ko + ka? i ; 
a3, =a, + E do; 
cazi ko — ka’ 
> pentru primul mod de vibrație: p? = 25 : 
0 
a 
u= -=1 
aiy 
azi ko — př Jo 
hio ae iai (3.5.15) 
11 
a k + ka? — p? J 
i si i ka? Op El 
> pentru al I lea mod de vibrație: p5 ir e 
0 
a 
pp == 
diz 
a ko — p2 Jo 
r su (8.5.16) 
12 
a k + ka? — p?J 
Da a i ka? 2u =- 
TINE ko + 2ka? 
> pentru al III lea mod de vibraţie: p = 
0 
a 
H3 ==] 
a3 
a23 ko — P5 Jo 
Un = (3.5.17) 
di3 ka? 
a k + ka? — p?J 
pag = = : 390 


U =1 
(3 ka 5 


Soluția generală se obține ca sumă a celor trei moduri proprii de vibrație: 
0, =0,,+0,2+0,3=auucodpit -9 )+ancodpt-p)+azcodprt-) 
0, =0,, +022 +023 =W q cod pit -P ) +u cod pt -P ) +u 3copt-9) (3.5.18) 
0; =0; +032 +033 =H 4  codpt —i)- usa 2codpot -p+ cod pst 3) 
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Dacă se notează C, =a; Co» =ayp; C3=a soluţia generală (3.1.18) se 
mai scrie sub forma: 
8, = Ci cos(pit — 91 )+ Co cos(pat — 02 )+ C3 cos(pat — 75) 
0, =C; coslpit-9,) — 2C3 coslpat — 93) (3.5.19) 
03 = Ci cos(put — 9ı)- Cz cos(pat — 02 )+ C; cos(pat - 03) 


Pentru anumite condiţii inițiale se obțin mişcări particulare ale sistemului 
corespunzătoare celor trei moduri proprii de vibraţie (fig. 3.5.2.a,b,c): 


> Modul 1 pentru 1=0: 0,=0,=0,=0; =ô, =; =0 (3.5.20) 
înlocuind în (3.5.18) rezultă: C; = œ C2 = 0; C3=0; pr = p=p=0şise 
obține: 


0, =Q cos pıt 
0, =Q cos pıt (3.5.21) 
0, =Q cos pıt 
> Modul 2 pentru 1=0: 0, =-0; =a; @,=0 È =0,=0,=0 (8.5.22) 
înlocuind în soluția generală (3.5.18) rezultă: C;=C;=0; C: = Œœ i= œ 
=¢@;=0 deci se obține: 
0, =Q cos pot 
0, =0 (3.5.23) 
0, =—Q cosppt 
> Modul 3 pentru 1=0: 0, =03=a; 03=-20% ô =0,=0,=0 (3.5.24) 
înlocuind în soluţia generală (3.5.18) rezultă: C=C> =0; C; = œ; pr= œ 
= p;=0 deci se obţine: 
0, =Q cospat 


0, =-—20 cos pat (3.5.25) 
0, =Q cos pat 
LILL 4 LU CI d LOLLU CI (LULL AU 


d ja Pl 
ki i: 


c. Modul 3 


ol 
"h 


a.Modul 1 b.Modul 2 
Fig. 3.5.2 
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Coordonatele principale se determină din ecuaţia matriceală: 


ta)= AG) (3.5.26) 
8, Ei 
unde: 17)=30. + E=; (3.5.27) 
8 E; 
ai] i2 3 Ay 2 43 
[A]= U21411 M22412 M23413 |5| 4&1 0 -2a | (3.5.28) 
Hai H3242 M33413 A an 43 


Pentru cazul particular al problemei date se scriu: 
0, = a161 +4262 + 41363 

0; = au E 2a1353 

03 = a111 -41262 + 41363 


6 = saci +0, + 03) (3.5.29) 
1 

62 z 7 (e, -8;) 
42 
1 


Se observă din această relație că expresiile coordonatelor principale au 
coeficienții condițiilor inițiale corespunzătoare celor trei moduri proprii de vibrație. 
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3.5.2. Vibraţii transversale ale barelor 


Se consideră sistemul format dintr-o bară dreaptă de masă neglijabilă, 
lungime 4L, rigiditatea la încovoiere EI constantă, şi console la capete egale cu L 
situată pe două rezeme A şi B pe care se află montate trei roţi de mase m, =m, 
mo=3m şi m;=m ca în figura 3.5.3. Să se determine pulsaţiile şi modurile proprii de 
vibraţie. 


mı 


Fig. 3.5.3 


Se consideră parametrii mişcării sistemului deplasările roților de mase m; , 
m şi m; pe direcția Oz: x; , X2 şi x3 . Se foloseşte metoda coeficienţilor de 
influență. Se exprimă deplasările maselor în funcție de forțele de inerție ®, şi 


coeficienții de influență ô; folosind principiul suprapunerii efectelor: 


xı = Su bi + 5pP2 +83; 
x3 = 631 P + ðP, + 833P; 
unde: 
> È =—măs; bp =—mpă, si ®, =-m,ž, sunt forțele de inerție corespunză- 
toare celor trei mase. 


> õp 6, ô sunt coeficienții de influență (sau deplasările celor trei corpuri) 


corespunzătoare unei forțe unitare ce acționează în locul corpului 1 
(fig.3.5.4.a); 


> õn, n, 63p sunt coeficienții de influență corespunzătoare unei forțe unitare 
ce acționează în locul corpului 2 (fig.3.5.4.b); 
> õi, 63, 63 sunt coeficienții de influență corespunzătoare unei forțe unitare 
ce acționează în locul corpului 3 (fig.3.5.4.c): 
Înlocuind în relaţiile (3.5.30) se obţine: 
mă + mă» + m63ă3 + X = 0 
m;ð21% + m0227 + m3ð23¥3 + X, = 0 (3.5.31) 
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Fig. 3.5.4 


Pentru a calcula coeficienții de influență se determină reacțiunile pentru 
fiecare din cele două cazuri de încărcare: 


3P P 
> cazul |: Vy =—; Vp =-— 
zu Al 7 B1 7 
P P 
> cazul 2: Vaz > Vp» TD. (3.5.32) 


P 3P 
> cazul 3: Vaz =—— Vg = — 
A3 Fi B => 
Cu ajutorul lor se trasează diagramele de momente pentru fiecare din cele 
trei cazuri (fig.3.5.5). 
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(aa -PL/2 


PL/2 


Fig. 3.5.5 


Deplasările j}, ©»; =ô, p se determină cu ajutorul metodei Mohr- 
Maxwell conform relaţiilor: 


mm mm mm 
=] e di 52 =5=] di ôn =] a 


dx. (3.5.33) 


unde: m; este momentul din bară produs de o forță P=/ ce acționează în 1 


m este momentul din bară produs de o forță P=/ ce acționează în 2. 

L LY L 2L LY L) E 

5 = | Eos [reci HOD- ASE ai | aa err- l- | (Ss 

= Ak I H JA ) A ez) | N 3] EI 
5-8, = ld- L\ (_E\(E\ 2 M_E (222 
6EI 4 |4 2jJ\2 GEI|| 2jJ\2 44 
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cea she 
a= aj ja 


203 


sân Ere 


na heneohileoeod-t A] 


Înlocuind în ecuațiile (3.5.37) valorile obținute se obtine: 


mE pa 3 mÉ 1 m 
a 4u 3A 
Im. lm. 1 mE 
E X X27 
4 EI 2 EI 4 EI 
Im. 3mL. mE .. 
X == X2 + X3 + X3 = 0 
3 EI 4 EI EI 


X3 +x% =0 


X, + x =0 


D 5 pe ud 
Notând «= T ecuaţiile (3.5.42) se mai scriu: 


120, — 90» + 403 +12x, =0 
-30aï + 6otii — 3aï; + 12x> =0 
40, — 9a, + 120 + 12x3 =0 


Soluțiile ecuaţiilor diferențiale (3.5.43) sunt de forma: 
“a 2 

x, = ay cos(pt-ọ) ï =—p“aycostptr — 0) 

X) => cos(pr E ọ) = 4% = -p°a, cos(pt z ọ) 

x3 = az cos(pr —0) 33 =-p°a; cos(pt-ọ) 
Înlocuind în sistemul (3.5.27) se obține: 

(-12ap? +12), +90p°a, -40p°a; =0 

30p?a, + (- 6ap? + 12), +3ap?a3 =0 

—4op?a, +90p?a + (- 12ap° + 12b =0 


ID 
-i 


(3.5.34) 


(3.5.35) 


(3.5.36) 


(3.5.37) 


(3.5.38) 
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Ecuația caracteristică a pulsaţiilor proprii este: 


-12ap? +12 9op? —4op? 
30p? — 60p? +12 30p?  |=0 
—4ap? 9ap?  -—12ap° +12 
= (c, = C3) 
-8ap? +12 9ap? - 4ap? 
0 -6ap° +12 3ap?  |=0 
Sap? —12 9ap? —120p? +12 


& 24(20p? —3)( 7042 pt —44ap? + 24)=0 


Rădăcinile pozitive ale acestei ecuații sunt pulsaţiile proprii: 


pe 0,603 3 p077 = 
O L 
2 15 EI 
p3 = > p, =1,225, |- —- 
2 Ja 2 i 3 


5,682 EI 
2 > 

p3 = => p, = 2,384 —— 
: NO i m 


Modurile proprii se determină cu ajutorul ecuațiilor : 
(- 8op? + 12h, + 9ap?a — 4op?a3 =0 
(- sap? +12 + 30p2a3 =0 
bap? 12, + 9op?a> +(—120p? + 12 )a3 =0 


e (E - £) 
Bop? —12)a — a, )=0 > 43 =q; 
1 ap? 1 op? 
4 == 7 43; > 09 = E) a 
2 ap^ -2 2 ap“ —2 


> Modul 1 de vibraţie (fig. 3.5.6.a): 


a 1 ap? 
Mi= Sl M =-= 2 = 0,358 
aı 20pj; -2 
> Modul2 de vibrație (fig. 3.5.6.b): 
an _ 1 ap? 
U2 Sha =l; Un == =-l 
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(3.5.39) 


(3.5.40) 


(3.5.41) 


(3.5.42) 


(3.5.43) 
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> Modul 3 de vibraţie (fig. 3.5.6.c): 


1 2 
teiset ure Sa- 0) 6 (3.5.44) 


a3 20p3—2 


a. Modul 1 


ie U22 mA 


b. Modul 2 
H23 A 
L L L L 
a P4 Pq Piq > 
Fig. 3.5.6 c. Modul 3 


Din forma modurilor proprii de vibrație se observă că simetria sistemului 
se regăseşte şi în simetria celor trei moduri proprii de vibrație ( deoarece u=). 
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3.5.3. Vibraţiile de răsucire ale arborilor 


Se consideră un arbore format din patru tronsoane de lungime L; şi 
diametre d; pe care se află trei volanți (roţi dințate au discuri) având momentele de 
inerție J; fixat la ambele capete ca în figura 3.5.7. Să se determine pulsațiile proprii 
şi modurile proprii de vibrație pentru cazul general. 


93:0; 


ks (P3-Ẹ2) 


k (2-91) 


k; (03-Ẹ2) k4 Ọ3 


Fig. 3.5.8 


Ecuațiile diferențiale ale vibraţiile de răsucire ale arborilor se vor scrie 
folosind ecuaţiile lui Lagrange: 


ej OR joia stimă (3.5.45) 
dr | 99; dQ; 


unde aşa cum rezultă din figura 3.5.8: 


la lia 4 j AEN 
E=5J0 + ob +5703 
i (3.5.46) 


1 1 i 
V = hei + ze -7 + hal -p + hp 
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unde constantele elastice sunt: 
_ndiG. 7 _ndG.. i _ nd}G $ _nd}G 
Pu e ab A aa E aL 


kı 


207 


(3.5.48) 


Înlocuind derivatele parțiale se obține sistemul de ecuații diferențiale: 


Ji + Pi —ka(P2-91)=0 
J2, + k2(P2 -P1 )-k3( P3 -P2)=0 
Ji +k3( P3 -P2 )+k493 =0 


Soluţiile vibrațiilor libere sunt de forma: 


0; =a;cos(pt—0;), i=1,2,3. 


(3.5.49) 


(3.5.50) 


Introducând soluţiile (3.5.50) în (3.5.49) se obține sistemul omogen: 


(= p2 +k +k, Ja — ka =0 
-kaq +(—J2p2 +k, + ka Ja) -kaz =0 
— Kay +(—-J3 p° + ka + ka az =0 
Condiţia ca sistemul (3.5.51) să admită soluţii nebanale se scrie: 
k hip -k 0 
-k, k, +k; - Jap’ -k =0 
0 - k; k; + k4 — J3 p” 
Se obține ecuația caracteristică de forma: 
k +k - Jup? ho + k —2p* kk + ka -J;p?)- 
-kk +k- np )-rks +k4 -J;p°)=0 


(3.5.51) 


(3.5.52) 


(3.5.53) 


Pentru cazul particular în care arborele este liber la ambele capete 


(kı=k4=0) ecuaţia (3.5.52) se scrie: 


k> -J p? =k, 0 
-k k +k -Jp  -k, |=0 
0 -k k3 —J3p? 
Însumând liniile 1, 2, 3 se obţine determinatul echivalent: 
-Jp -J2p? —J3p? 
0 — k, k3 -J;p’ 


sau dacă se dă factor comun p° din prima linie se obține: 


(3.5.54) 


(3.5.55) 
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Ji J2 J3 
-p° -k, k,+k;-Jap?  -k, |=0 (3.5.56) 
0 — ka k3 -J3 p° 


Prima pulsație proprie este egală cu zero, deci sistemul este de fapt un 
sistem cu două grade de libertate. 


Ecuația (3.5.37) se scrie în acest caz: 


JiJaJ3p* -p° (k-J3J3 +( k, +k; )J J3 +kz3J 3) oa J} +J} +J, )=0 


(3.5.57) 
propietate e Gya K 


I h dă J2 J3 Jula 


Dacă se notează: 


aa e epee a A e 
I da h Jiz, dals dada 


se obțin pulsațiile proprii sub forma: 


pi» = yF ya -B (3.5.59) 


Pentru cazul particular din figura 3.5.9 să se determine pulsațiile şi 
modurile proprii de vibrație. Se cunosc valorile constantei elastice k şi ale 
momentului de inerție J. 


2J 


LLI 


A 


Fig. 3.5.9 
Prin identificarea cu sistemul din figura 3.5.7 se obține: 
k=0; ky=2k; k;=k; k}=0; J1=2J; J=4J; J}=J (3.5.60) 
Ecuația pulsațiilor proprii (3.5.57) se scrie: 
a llk 2 7k? 


pipi i) 
Koar age 


Se obţin pulsaţiile proprii: ln = E: P2 = 1323, jÉ (3.5.62) 


(3.5.61) 
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Modurile proprii se obțin din prima şi a doua ecuaţie (3.5.51) 


2 
Pai Aa a, SE aa 
k a k 
k -J p? +k, +k 
a=- 2a tao (8.5.63) 
k3 k 
L 2 DA 2 
> u; S E a E Asa 
a k a k 


. k 
> Modul 1 de vibraţie se obține pentru p = p; = E (fig. 3.5.10.a) 


u =l 
a -Jp +k 
MAA A a E (3.5.64) 
d k 
a —4Jp? + 3k 
py = 30 PL 2 
a k 


> Modul2 de vibraţie se obține pentru p = p) = 1323 (fig. 3.5.10.b) 


H2=1 
2 
- Jp? + 

iz -12-2 -0,75 (3.5.65) 

42 

a — 4Jp2 + 3k 
Msz = 2 = 2 Pa H2 =] 

ap k 


Din forma modurilor proprii rezultă că primul mod de vibrație corespunde 
vibrațiilor în opoziție de fază ale roților 1 şi 3 (roata 2 rămâne in repaus) iar al 
doilea mod vibraţiilor în fază ale celor două roți (roata 2 în opoziție de fază). 

Un=l pir) 
a.Modul I 
H3>-2 


ml us] 


b. Modul II 


Fig. 3.5.10 
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3.5.4. Vibraţiile de răsucire ale arborilor angrenajelor 


Se consideră angrenajul format din doi arbori de lungimi L; şi diametre d; 
pe care se află montați câte două roți dințate având momentele de inerție J; şi J2 
respectiv J’ şi J3 ca în figura 3.5.11. Raportul de transmitere al angrenajului este 


_ 92 
2 = 
Ọ2 


sistemului pentru următoarele valori particulare ale parametrilor: 


J=2J; =J; PA], J3=4J; kı=k; k=4k; i=0,5 


i=i . Să se determine pulsațiile şi modurile proprii de vibrație ale 


Ji,Ọ:ı 


Fig. 3.5.11 
ip2, i2 E 
, A 4— 32 P3 
OTROS P202 4— 
—> 
ki (92-01) k2 (3-12) 
kı (@2-Ọ1) kz (3-192) 
Jı Jh 
Pa J 


Fig.3.5.12 
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Acesta este un sistem cu trei grade de libertate. Ecuațiile diferenţiale ale 
vibraţiilor de răsucire ale celor doi arbori se vor scrie folosind ecuaţiile lui 


Lagrange: 
AN 2E N e E (3.5.66) 
dt| dQ; |] 9; 


unde energia cinetică a sistemului format din cele patru roți şi energia potențială de 
deformare elastică ale arborilor au expresiile care rezultă din figura 3.5.12: 


: : Loa Pany 
E= Dno ting +372 0 +5703 
i i (3.5.67) 
V= 3% (z -Q take ip) 
unde constantele elastice la răsucire k, şi kọ au expresiile: 
diG dłG 
AE ES aa (3.5.68) 


32L? 2 32L, 


Înlocuind derivatele parțiale în sistemul de ecuații (3.5.66) se obtine 
sistemul de ecuații diferențiale: 


J, —ku( 02 —0.)=0 
(J, + 0277 2002 0-03 —102 20 (815.69) 
JỌ; + k>( 093 —i92 )=0 
Soluţiile vibrațiilor libere sunt de forma: 
Ọ; =a;cos(pr-98;), i=1,2,3. (3.5.70) 
Introducând soluţiile (3.5.70) în (3.5.69) se obține sistemul omogen: 
(-Jip° +k; Jai -kja =0 
-kja + Lu, +1273 )p?2+k, +i?k kb -ik a; =0 
- ikpa3 +(-J3p° +k )az = 0 SRA 
Se noteaza J, +i’, =J0 


Condiţia ca sistemul omogen (3.5.71) să admită soluţii nebanale se scrie: 


k dup? -k 0 
-ky  k+i’k,-Jọp?  -ik, |=0 (3.5.72) 


Dacă se amplifică ultima linie a determinantului cu i şi se însumează cu 
celelalte două linii se obține ecuaţia caracteristică echivalentă cu (3.5.72): 
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ki =Jp? -k 0 
-k  k+i°k,-Jọp? —ik, |=0 (3.5.73) 
- Jup? - Jop? -iJ3p? 


Prima pulsaţie proprie este egală cu zero, deci primul mod de vibraţie 
corespunde unei mişcări de corp rigid (rotaţie) şi sistemul este sistem cu două 
grade de libertate. Pentru cazul particular al problemei Jo=2J şi ecuaţia (3.5.73) se 
scrie: 


k—2Jp? -k 0 -2k +4Jp?  —3k+4Jp? —2k+4Jp? 
p| -k 2k-2JpÞ -k| =0 | 2k 4k —2Jp? k =0 
J 2J 2J -2J 0 0 
e (Can +4gp? k -lak -23p? 2k + 43p2)=0 (3.5.74) 


Rezultă ecuația de gradul IV: 8pfJ?-16p?kJ+5k?=0 (3.5.75) 


având rădăcinile pozitive: 


k 3 Îk [k 
= |-—|1F, = |€ = 0,622,|—; =1,270,|-— 3.5.76 
P12 a k) Pı 7 P2 7 ( ) 


Modurile proprii se obțin din prima şi a doua ecuaţie (3.5.71) 


2 2 .2 
= k =d +k +i'k 
an= “h 43 = — ! a; + oP 3 l 1 “2 dz 
k> ik, 


2 2 
ke e ) poti orar 
aj k aj k 


£ (fig. 3.5.13.a): 


(3.5.77) 


> Modul 1 de vibrație se obține pentru p = p, = 0,622 


y 
Ua; =0,225; u31 = —0,724 (3.5.78) 
> Modul2 de vibraţie se obține pentru p = p) = eD £ (fig. 3.5.13.b): 
uo = —2,224; u3 =1,722 (3.5.79) 
= =] 
he 14020225 Ri 


ia Mo2>-2,224 
H31>-0,724 
RISE i us»>l „722 


Fig. 3.5.13 a. Modul 1 b. Modul 2 
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3.6. Moduri complexe de vibraţie 


În cazul amortizării vâscoase neproporționale nu se poate stabili o relaţie 
de ortogonalitate pentru matricea coeficienţilor de amortizare. Pentru a determina 
răspunsul unei structuri liniare cu amortizare neproporțională se foloseşte teoria 
modurilor complexe de vibraţie. O formulare generală a problemei se poate face pe 
baza aşa-numitelor “matrice lambda” . 

Astfel, în cazul vibraţiilor libere ale unui sistem cu amortizare vâscoasă, 
înlocuind în sistemul ecuațiilor de mişcare o soluţie de forma: 


u= we”, (3.6.1) 


se obține un sistem de N ecuații algebrice omogene, reprezentând o problemă de 
valori proprii. Ecuația matriceală devine: 


beim] +l] [K]y}=o. (3.6.2) 
Sistemul de ecuaţii omogene admite soluții nebanale numai dacă 
determinantul matricei se anulează: 
deth [m + 1lc]+ lk]=o0. (3.6.3) 
Ecuația caracteristică (3.6.3) este o ecuaţie algebrică de gradul 2N în À. 
Rădăcinile ecuaţiei caracteristice (valorile proprii) pot fi: 


> rădăcini reale negative care corespund unui sistem de amortizare supracritică, 
având o mişcare aperiodică de amplitudine descrescătoare; 


> rădăcini pur imaginare şi conjugate care corespund sistemelor neamortizate; 
> rădăcini complexe conjugate cu parte reală negativă care corespund sistemelor 
cu amortizare subcritică având o mişcare periodică cu amplitudinea 
descrescătoare 
Fiecărei valori proprii A, îi corespunde un vector modal po} cu elemente 


complexe, definind un mod complex de vibrație. Valorile proprii fiind complex- 
conjugate, rezultă că vectorii modali trebuie să fie de asemenea complex-conjugați. 
O pereche de vectori modali complex-conjugaţi înmulțiți cu funcțiile exponențiale 
dependente de timp pot fi combinați pentru a rezulta o funcţie reală ce descrie o 
mişcare oscilatorie amortizată. 


Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale omogene (3.6.1) se poate scrie ca o 


combinaţie liniară a soluţiilor de forma Ar bari astfel: 
ta(0)= bule] 3.64) 


unde s-a notat cu |] matricea modală formată din vectorii proprii: 


[e]= vo A A a (3.6.5) 


iar fye} este matricea coloană ce joacă rolul de coordonate principale 
amortizate. 
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Un mod complex de vibraţie are caracterul unei unde progresive în lungul 
structurii (spre deosebire de caracterul de undă staționară al modurilor reale 
clasice de vibraţie) deoarece fiecare element complex al vectorilor modali are alt 
unghi de fază, deci coordonata corespunzătoare atinge elongația maximă la un 
moment diferit de celelalte. Modurile complexe sunt mai dificil de măsurat 
experimental, deoarece mişcarea deși este sincronă nu este sinfazică. Nodurile de 
vibraţie (puntele de amplitudine zero) îşi schimbă continuu poziţia în timpul unui 
ciclu de vibraţie, dar poziţia în care coordonatele ating valoarea maximă rămâne 
aceeaşi pentru fiecare ciclu, astfel încât la începutul unui ciclu poziţiile relative 
sunt aceleaşi ca la începutul circuitului anterior. 

În cazul vibraţiilor libere ale sistemelor amortizate amplitudinile descresc 
exponențial de la un ciclu la altul, spre deosebire de sistemele neamortizate, la care 
amplitudinile nu scad în timp iar modurile de vibraţie sunt staționare. 


3.6.1. Vibraţii forţate cu amortizare vâscoasă 


Deşi teoria generală a vibraţiilor sistemelor cu amortizare neprporțională 
se poate expune folosind transformata Laplace şi calculul cu matrice lambda, în 
continuare se utilizează metoda propusă de Frazer, Duncan şi Collar. 


Fie ecuația matriceală a vibrațiilor forțate ale unui sistem cu amortizare 


vâscoasă este: 
[m fit+ [clo [K a= 1r} (3.6.6) 
În continuare se consideră că matricea amortizării [C] este simetrică. 


Adăugând ecuaţiei (3.6.6) identitatea 
[m ha) [m ka)= 0} (3.6.7) 
se obține ecuația matriceală de ordinul I: 
L k+ r i= is} (3.6.8) 
A mat [bo] lu _[-m] [o] 
în care: lu ]= > 4] VI-| [0] șI 


sunt matrice pătrate, reale şi simetrice de ordinul 2N, iar matricele coloană sunt 


matrice cu 2N elemente: 
0 
wi j (3.6.10) 


el). i 


În cazul vibrațiilor libere ecuația (3.6.58) se scrie: 
vk rie- 0} 6.6.11) 


Aceasta are soluții de forma: 


(= 1ye” (3.6.12) 


unde {y} este un vector cu 2N elemente constante. 


(3.6.9) 


Înlocuind (3.6.12) în (3.6.8) se ajunge la problema de valori proprii: 
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coL- r lw)= 10) (3.6.13) 
sau: (olu + rp} {0} 


Dacă matricea [V] este nesingulară, se poate înmulți ecuația (3.6.13) la 
stânga cu [V]" rezultând: 


(RI lp- 0 (3.6.14) 


unde [D] joacă rolul unei matrice dinamice: 
[p]=-l]'lul= l- M wii ET al (3.6.15) 


Sistemul (3.6.14) are soluţii nebanale dacă 
def Tpl- aul): 0 (3.6.16) 


Soluţiile ecuaţiei caracteristice (3.6.66) de gradul 2N în (1/0,) sunt 
tocmai valorile proprii (1/0, ) ale problemei. 

Se face presupunerea că cele 2N valori proprii sunt distincte. Fiecărei 
po} 


valori proprii (1/ 0,) îi corespunde un vector propriu cu 2N elemente şi 


satisface ecuaţia: 
1 
i- ba i); (8.6.17) 
care ținând seama de (3.6.65) se mai scrie: 
(oulho (3.6.18) 


Între vectorii proprii po} şi matricele [U] şi [V] sunt valabile 
următoarele relații de ortogonalitate: 


pOf vh” Eo 


Lopp} o Pe (3.6.19) 
Dacă se notează: 
(e) r) l 
POF ol ju, sta 


(00) AZ (ad 3 
înmulţind la stânga ecuaţia (3.6.18) cu po F se obțin valorile proprii: 


ou, +v, =0 > 0, =- (8.6.21) 
u 


r 
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Vectorii proprii au forma matricelor coloane cu 2N elemente: 
(r) 
po} ob (3.6.22) 
ko) 


La sisteme stabile, pentru moduri cu amortizare subcritică, pulsaţia o, este 
complexă şi se exprimă de obicei sub forma 


0, =—0, +iB, (3.6.23) 
unde œ, este un factor de amortizare iar B, este pseudopulsaţia. Se mai definesc: 
20 20 
e raportul de amortizare: == Z (3.6.24) 


Pr Ja? +p? 


e pulsația de rezonanță: p, =44, +82. (3.6.25) 


În cazul vibrațiilor forțate cu amortizare vâscoasă în vederea decuplării 
ecuaţiilor (3.6.8), se foloseşte transformarea liniară 


t)= bI6)= EOF, 8.6.26) 


unde £, este coordonata principală corespunzătoare modului r, iar [y] este matricea 
având drept coloane vectorii proprii: 


bl-bp Ho}pem] 6.6.27) 


Înlocuind (3.6.26) în ecuațiile (3.6.8), înmulţind la stânga cu [yf şi ținând 
seama de (3.6.20) rezultă sistemul de ecuații decuplate: 


UPEP EHR (3.6.28) 
în care s-a notat: 

bf ubl=uP = diagh,] 

bF r bl=bP = diagih, ] (3.6.29) 

bf [s]= {R} 


Ecuația r a sistemului (3.6.28) se scrie: 


uE, rw, =R, (3.6.30) 

sau folosind (3.6.21) se obține: 
E, -0,6, fr (8.6.31) 

u 


r 


Presupunând condițiile inițiale nule, soluția ecuației diferențiale (3.6.31) 
se poate scrie sub forma integralei de convoluție: 


elea [Rar (3.6.32) 
u, o 
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În cazul unei excitaţii armonice, considerând regimul staționar: 


Vb, uk”, (3.6.33) 


dacă se notează: 
kejt” BoE”, (3.6.34) 
to” RORE”, 


înlocuind în soluțiile de forma (3.6.34) în ecuația (3.6.31), rezultă: 


PEE (3.6.35) 
u, (iœ — 0, ) 
sau folosind (3.6.29) rezultă: 
a (r)t 46 
& = LOIG J£) , (3.6.36) 
u, (io 0, ) 
Înlocuind (3.6.36) în (3.6.26) se obţine 
2N 4) pC) 
tH) adu IA: } (3.6.37) 
„io-—o, 
Din (3.6.10) şi pe AAA î (3.6.33) şi (3.6.34) rezultă: 


[ot polo De TEN, (3.6.38) 


8] Butio-s,) 
= [EREDI o 


iar pe baza relației (3.6.39) se obține 


{q)= E Hipo o} (3.6.40) 


„lio-—o, 


În cazul excitaţiei într-un singur punct /, receptanţa de transfer în punctul j 

a pui le) a ac be) 

are expresia: U; = Ta E AE ui (3.6.41) 
fi r=1"r (io-6,) Zu,lio-s,) 


unde s-a notat: 5) = ar EI, : (3.6.42) 


3 

Având în vedere că la sisteme amortizate subcritic valorile proprii ©, şi 
vectorii modali O} apar în perechi complex-conjugate, expresia (3.6.41) se mai 
scrie ca o sumă de N termeni complex conjugați: 


Nf 5.) * (r) 


ra| 1/070, i0—0 r 
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3.6.2. Vibraţii forţate cu amortizare histeretică 


Ecuațiile diferenţiale ale vibraţiilor forțate cu amortizare histeretică pentru 
un sistem liniar cu N grade de libertate se pot scrie matriceal: 


Ima erah a) (3.6.44) 


unde [H] este matricea coeficienţilor de amortizare histeretică . 
Dacă se scriu forțele armonice şi soluțiile sub forma: 


rof”. tataie, (3.6.45) 


unde: | vectorul real al amplitudinilor excitaţiei şi {g} este vectorul 
amplitudinilor complexe ale deplasărilor, se obţine: 

Com] ik +inf} (3.6.46) 
matricele [M] si [K+iH] sunt simetrice de ordinul N. 


Se notează 0 =A şi se consideră ecuația omogenă asociată ecuației 
(3.6.46): 


([& +H ]- Am Dă)=0) (3.6.47) 
Aceasta are soluţii nebanale dacă: 
det(|K +iH]- MM = 10) (3.6.48) 


Se poate demonstra că există un sistem de N valori proprii A, care sunt 
soluţii complexe ale ecuaţiei (3.6.48) şi N vectori proprii complecşi asociați 


Wo} care satisfac ecuația omogenă: 
(k +in]-7, MWO }0 (3.6.49) 


În continuare, se presupune că cele N valori proprii A, sunt distincte, iar 
vectorii modali corespunzători sunt liniar independenți. 


Vectori modali {w satisfac condiţiile de ortogonalitate 
LoT pro 

fo F ik + izbi )=0 rzs 

oT poem, 

po Fix iz pW}, r=s 


unde M, şi K, sunt masa modală respectiv constanta elastică modală complexă. 


(3.6.50) 


şi relațiile: (3.6.51) 


Deoarece cei N vectori proprii (rr) sunt liniar independenţi, orice vector 


g} poate fi exprimat ca o combinație liniară de forma: 


= WE, -wE (83.6.52) 
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Înlocuind (3.6.52) în ecuaţia (3.6.47) şi folosind relaţiile (3.6.10) şi 


(3.6.51) rezultă: 
` A LU) (3.6.53) 
r= Lr- oM, 


Prin urmare, soluția ecuației (3.6.44) este : 


{q)= o (3.6.54) 


M 


unde: A, = £ =0, (l+ig,) (3.6.55) 


r 


0, este pulsaţia de rezonanță 
g, - factorul de amortizare histeretică corespunzător modului r. 


În cazul excitației într-un singur punct, receptanța de transfer complexă 
are expresia: 


j (3.6.56) 


Dacă se notează: 


(7), ke) 
l 


Wi Wy (a C) 
— Ep a + W; , (3.6.57) 
Mo j j 
atunci expresia (3.6.56) devine: 
si FANE y dai po 
jl 7 2 
fi r=l (A) F 
lot ig, 
n (3.6.58) 


unde: VW, =arctg 
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3.7. Metode de determinatre a pulsaţiilor şi 
modurilor proprii de vibraţie 
3.7.1. Metode exacte 
Ecuațiile diferențiale ale vibraţiilor libere ale unui sistem conservativ cu N 
grade de libertate în raport cu coordonatele generalizate q;, q2.., qy sunt de forma: 
[m kat [x ha)= 0} (3.7.1) 


Soluțiile sistemului (3.7.1) sunt de forma: 


u= {yros pr (3.7.2) 
Înlocuind soluţia (3.7.2) în (3.7.1), rezultă ecuaţiile matriceale: 

(]- 2 = 10) 3.13) 
Sistemul (3.1.3) are soluții nenule numai dacă : 

der] ]- p2l4])=0 (3.7.4) 


Aceasta este o ecuaţie algebrică de gradul N în p° ale cărei rădăcini 
ppi,- pă se numesc valori proprii iar mărimile p, , P3s---- Dy se numesc 
pulsații proprii. Fiecărei valori proprii p? îi corespunde un vector propriu (rr) } 
care satisface ecuația 

(Kl- bo) 3.75) 
sau dacă se înmulțește la stânga cu matricea [M | Ra se obține forma echivalentă: 


MTK- WOH e MKOPO} 670 


care reprezintă o problemă de valori şi vectori proprii. 
Sistemul de ecuaţii (3.7.6) admite soluții nebanale dacă: 


det |MȚ'IK)- p?[1],)=0 o aefip]-al],)=0 (3.7.7) 


unde s-a notat cu [D] matricea dinamică a sistemului: [D]= [M F [|k] şi A=p. 
Detreminantul caracteristic al matricei [D] se notează cu: 


Ai A cdi ae da 
d d- d 
DA)=de([D]-a,)= 7 7? a (3.7.8) 
dn d d N 


a. Metoda Krîlov 
Această metodă se datorează lui Krilov şi constă în următoarele etape: 
1. se alege un vector inițial mO 
2. se calculează prin iterație vectorii lui Krîlov conform relațiilor: 
(= [D] {Y} ®; 
(0 [DIO 
{Y= D], (3.7.9) 


= [De 
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3. se rezolvă sistemul de ecuaţii liniare: 


ym pm ov op] [> 
pp o lea] ag 
pn y | AD y” P }= ym) (3.7.10) 
ep aa it a Ub 094 

4. Cu ajutorul coeficienţilor p;, p2, ..., Pn se obţine polinomul caracteristic: 
DOA) =A + pA + pA”? +...+ p, (3.7.11) 


ale cărui rădăcini sunt tocmai valorile proprii A, A2 As, ... Àn ale matricii [D]. 


Determinantul caracteristic al matricii [D] se scrie sub forma: 

DA) = det(A], - [DD =A" + pA + pN? +...+ p, (3.7.12) 

Se poate demonstra (identitatrea Hamilton-Cayley) că matricea [D] 
anulează polinomul său caracteristic, adică există relația matriceală: 

[DF + p [DF + p [DF +...+ p, E], =0 (3.7.13) 

Se consideră un vector oarecare {Y}® cu care se multiplică ecuația 
(3.7.13): 

[DVE + poly + pool +..+ p, EY” =0 6714 
Dacă se notează: 


[DE r y” = (3.7.15) 
Relația (3.7.14) se mai scrie sub forma: 
pE Y +p E +.. p, PY = AP (3.7.16) 
Ecuația (3.7.16) este echivalentă cu sistemul de ecuații: 

DIE N EP ktp = 

PYS + payg? + payg +. payg =y (3.7.17) 


PLY + pay + pay 3 +... p yi” =y 


Acesta este un sistem liniar având ca necunoscute coeficienții p;, p2, ..., Pn - 


Coeficienţii y sunt elementele matricelor coloană (3.7.9) care se 
determină iterativ plecând de la un vector arbitrar inițial {Y y” : 
P” =[pry”; 
2) W =[pE 0). 


Ey” =Iplty” =p ry” 


sau care se mai scriu: 
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1 0 0 0 0 
y = dal + dy + dal ++ dipy” 
2 1 1 1 1 
y” = aul” + anl tagy” ++ dal 
(3.7.19) 


-1 -1 -1 -1 

y = dal” + da” + dis” Pat day” i 
i =1,2,3,...n 

Se consideră că rădăcinile polinomului caracteristic calculate conform 


algoritmului de mai sus sunt distincte A; # A2 # A; £... Fim 
Dacă vectorul inițial me se scrie sub forma unei combinații liniare a 


vectori proprii yy” ai matricei [D] 


yw- LCG TE (3.7.20) 
j=] 
tinând seama de proprietățile vectorilor proprii: 
DEY” =r” 
i) 92 i) 
DP” =x i=1,2,3,.. n (3.7.21) 
[pt =x” 
rezultă următorul sistem liniar de ecuații matriceale : 
t” =c YJ” + C3 P +. C, w” 
PY” = Caut) + Coat +. CA tv” 
PI = Cat)" + Cot? +t Cub” (3.7.22) 


PPY = Cary) + Cot? +. CA 
Dacă se consideră funcţia polinomială ;(4) de grad n-1 definită astfel: 
PA) qi et Quit dpi 15123,1 (3.7.23) 


Inmulțind ecuațiile (3.7.23) respectiv cu coeficienţii 
di In-2i => 42i» dis Şi însumând membru cu membru se obţine: 


EPY tqt y” +t du YY” = 


1 2 
= c19; (M Y +c; Aa YY +. ni On A 
Considerând că funcția polinomială ọ;(A) are aceleaşi rădăcini cu ecuația 
caracteristică mai puțin rădăcina A, adică : 


AEA; (3.7.25) 


(3.7.24) 


atunci sunt evidente proprietățile: 
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Ș;(4;)=0 penruizj 
ș;(1;)70 
Ținând seama de proprietățile (3.7.38) relaţia (3.7.37) se scrie: 
zi _ | 
cipi A 0)” = na ? +q YY” cui tt dai Yy”, i =1,2,3,...n 
(3.7.27) 
deci vectorii proprii ai matricei [D] se pot scrie sub forma unor combinații liniare 
ale vectorilor Krilov: {YY yy”, y”. 
Coeficienții q;; (J=1,2,..., n-1) se determină prin identificarea relației 
(3.7.23) cu relația (3.7.27) şi cu ajutorul schemei lui Horner: 


(3.7.26) 


_ E A + plate pa 
do: + qui? ef ani Ntan = Ei 3, PP 
i 


(3.7.28) 
do; =1 


rezultă: 
qji Sid jait Pj 


j=1,23,..n (3.7.29) 


Exemplu 
Folosind Metoda Krîlov să se determine valorile proprii şi vectorii proprii 
ai matricei dinamice definite prin: 


7 -2 0 
[D]=|-2 6 -2 (3.7.30) 
0 -2 5 
1 
Se pleacă de la vectorul inițial {Y yo = | şi se determină următorii trei 
0 
vectori Krîlov: 
[7 -2 olf 7 
%Y =[DlyYY=|-2 6 a 0>=4-2 
o -2 5 |lo 0 
[ -2 0 ][7 53 
r =[plwv=|-2 6 a —21=4-26 (3.7.31) 
[o -2 s5|lo 4 
[7 -2 0 |[ 53 423 
ry” =p” =|-2 6 —2[4—264=1-270 
[o -2 s5|la 72 


Ecuația (3.7.30) se scrie: 
pE” +p Ey” +p Ey” =- (3.7.32) 
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sau matriceal: 
1 7 53 |Í po 423 


0 -2 —26|hp,b=+3—270 (3.7.33) 
0 0 4 |lp 72 
Rezultă valorile coeficienţilor ecuației caracteristice: 
P27 -18 3 p1=99, po=-162 (3.7.34) 
Deci ecuaţia caracteristică se scrie: 
15 -18 X? + 994 —162=0 (3.7.35) 
Soluțiile ecuaţiei (3.7.45) sunt valorile proprii ale matricei [D]: 
A=3; A2=6; A3=9. (3.7.36) 


Pentru a determina vectorii proprii ai lui [D] se folosesc relațiile (3.7.27) 
care se scriu : 


uA EF” aut aa YY”, i=123. 6.737 
Expresiile funcțiilor $;(A)= qo A +q À+qz; sunt: 


P(A) = (A A -A3 )=A? -15A + 54; (1) =18 
P(A) =A- XA -A3 )= 32 -12A +27; P (à2)=-9 (8.7.38) 
P3(1) = (A — 1 XA — )=A7 -9A +18; P3(1)=18 

Relaţiile (3.7.47) devin: (3.7.39) 


Cupa) =P + quit +a W = 15007 satry” 
PAY = az raza WY” =E 1207 427979 
exp (As) =E? + aut” +a = -ory +18) 


Înlocuind expresiile (3.7.27) ale vectorilor Krîlov se obţin vectorii proprii 
ai matricei [d]: 


2 1 
18a fy} =44%, pentru aa = fl =12 

îi 2 
5 oct)” = i 2, pentru c, = => yy” S (3.7.40) 

25 

8 2 
I8c3ty =48}, pentru a=2 > flo 

A 1 
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b. Metoda Leverrier 
Această metodă se bazează pe dezvoltarea polinomului caracteristic cu 


ajutorul formulelor lui Newton pentru sumele puterilor rădăcinilor unei ecuații 
algebrice. Determinantul caracteristic al matricei [D] se scrie sub forma: 


cu: 


DA) = der |D|- [1], = + pA + pp? +...+ p, (3.7.41) 
Suma puterilor de ordinul k ale rădăcinilor polinomului (3.7.41) se notează 
sp =A ră, k =1,2, 3, cn (3.7.42) 


Pentru k <n sunt valabile formulele lui Newton: 
Sp + PiS + PaSk-2 +--+ Pasi = APE k=1,2,3,..„n (3.7.43) 


Deci dacă se cunosc sumele s, ale puterilor rădăcinilor de ordinul k, 


atunci din sistemul (3.7.43) se obțin imediat coeficienții ecuației caracteristice: 


Pı = SI 


1 
P2 = (s2 + pus) 


1 
p3= -3s + Pisz + p251) (3.7.44) 


1 
Pn > =s, + PiSn- + P2Sn-1 +- + Prsi ) 
Sumele s, ale puterilor rădăcinilor de ordinul 4 se pot determina astfel: 


sp =M A5 t. AE = Val) (3.7.45) 
i=l 


unde Sad reprezintă termenii de pe diagonala matricii [AȚ: 
k k 
Dt =ke 


Ip! -ipf [D] k=23,..n 
Deci problema se reduce la calculul primelor n puteri ale matricii [4] şi a 


(3.7.46) 


sumelor termenilor de pe diagonala principală (urma matricei). 


Exemplu 

Folosind Metoda Leverrier să se determine valorile proprii ale matricei 
7 —2 0 

[b]=|-2 6 -2 (3.7.47) 
0 -2 5 


Se calculează primele 3 puteri ale matricei [D] 
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[7 -2 o7 -2 0 

pP=|-2 6 -2|-2 

Lo -2 5|o -2 5 

[7 -2 0 [53 -26 4 

[Df= -2 6 -2-26 44 -2 
Lo -2 5| 4 -2 2 


Sumele s, ale puterilor rădăcinilor de ordinul k sunt: 


3 
sı =À] +A, +3 =} af” =18 
i=l 


3 
s3 =A +A +A = Vali =126 
i=l 


3 

s3 =A} +3 +5 = Val” =972 
i=] 

Folosind relațiile (3.7.44) 


pi >> 18 


1 
P2 =e E pısı)=99 


1 
P3 sealg + pis2 + p2s1)=-162 


Deci se obține ecuația caracteristică: 
2 -18 X + 994 —162=0 


şi valorile proprii ale matricei [D]: 
A =3; A2=6; A3>9. 


6 —2|=]|—26 


226 


72 
— 198 
189 


(3.7.48) 


(3.7.49) 


(3.7.50) 


(3.7.51) 


(3.7.52) 
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3.7.2. Metode aproximative 


a. Metoda iteraţiei matriceale 
Această metodă se foloseşte pentru calculul valorii proprii maxime şi a 
vectorului propriu corespunzător. 
Fie ecuația caracteristică a matricei [D]: 
D(1)= der([D]- 7] (3.7.53) 
Se consideră că printre valorile proprii (rădăcinile ecuației caracteristice) 
există o singură valoare maximă în modul care este prima valoare proprie à: 
A|>ho]>s]>-->l (3.7.54) 
Se consideră un vector {Y y” arbitrar care se poate scrie ca o combinație 


de vectori proprii w}, ai matricei [D]: 


pes je ww), (3.7.55) 
Înmulţind relația E la stânga cu matricea [D] se obține: 

P-P” = Ve l0ltv), = Vent), 67159 
Dacă se repetă acest E în și obţine Dă 


t -pry = Èe AID), = Èe PA 
PDPP -eD = e 3 bn), 


(3.7.57) 


P =DE Y =E ea D, = e av), 


Dacă se consideră în spațiul vectorial n-dimensional E, o bază de vectori 
independenți le), i =1,2,3,...,n , atunci vectorii proprii W} se pot exprima în 


această bază sub forma: W), = Ly te), (3.7.58) 
i=l 
Relația generală: {Y y ™ = Loer w}, se scrie: 
j=l 
erp -bemti Ee Eth Spam p =E 79) 
ja ja i=l i=1| j=l i=l 


n 
S-a notat cu: yí m) = Łe JN” Xij valoarea care reprezintă coordonata i a 
j=l 
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vectorului {Y y™ în spațiul vectorial n-dimensional E,. 


În mod analog se poate exprima coordonata i a vectorului Y yD în 


spațiul vectorial n-dimensional E,: 
n 
(+) = Pean (3.7.60) 
j=l 


Împărtind cele două relații se obține: 


n ži PETOT m+l PET m+l PENE m+l 
su) Loer Xy 14+ 22i 2 434i 3 4. 4 nin | n 
Yi J 


E cX | A CX | Au CX | Au 
(m) n Ra m m m 
d je Aia; ja a da. |) Csia| da + up Erin An 
Jal cxa (Ai cix | M cxa (Ai 
(3.7.61) 


Ținând seama de proprietatea valorilor proprii (3.7.54) se observă că toate 
parantezele din relaţia (3.7.61) sunt subunitare, deci pentru un număr suficient de 
mare de iterații m acestea se pot neglija: 


m m+l 
Ay wy 
2k] =o; |2 =0 3.7.62 


Deci prima valoare proprie se poate determina ca raport al coordonatei i 
corespunzătoare iterațiilor m+/7 şi m: 


t zh (3.7.63) 


Pentru a detremina vectorul propriu se foloseşte relația (3.7.59) : 
ry” = Le w}, = ce w} + cod tv) mt Cha wJ, 
j=1 
i (3.7.64) 


PI =en tv), afe) weti] t 


Aplicând aceeaşi aproximare (3.7.62) se obține: 
PY” = cu) (3.7.65) 
adică forma modului propriu corespunzător primei valori proprii A, este aceeaşi cu 
a vectorului Y ji obţinut după ierația m, cu diferenţa de o cvonstantă. Valoarea 


constantei este aleatoare, ea se poate lua astfel încât să se obțină valori normalizate 
ale vectorului propriu ih ; 


Ar 


c, = (3.7.66) 
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Exemplu 

Se consideră sistemul mecanic format din trei corpuri de mase m, 2m şi m 
leate între ele şi cu baza cu elemente elastice (arcuri) având toate aceeaşi rigiditate 
k ca în figura 3.7.2. Să se determine valoarea pulsaţiei proprii maxime şi valoarea 
pulsaţiei proprii fudamentale folosind metoda iteraţiei matriceale. 


Fig.3.7.2 


Pentru a rezolva această problemă se exprimă energia cinetică a sistemului 
format din cele trei corpuri şi energia potenială elastică a arcurilor în funcţie de 
coordonatele generalizate q;, q2 şi gs(deplasările celor trei corpuri): 

If. : ; 
E =m? +2mġž + mâ?) 
(3.7.67) 
P = leg? + Magia Ph — aa)? + hq32) 
= +k(q=q42)" +k(q2— 93) + kaz 

Se scriu ecuațiile lui Lagrange pentru fiecare din cele trei coordonate 

generalizate şi se obține: 
mă — kq; + 2kq, — kq; =0 (3.7.68) 
mă — kq + 2kq3 =0 

Sistemul (3.7.68) se scrie matriceal: 

0 0 mllăz 0 -k 2k lg 0 
[m fă) [x a)= 0} 


Soluția acestei ecuații diferențiale este o soluție armonică de forma: 


(9)= ta )cos( pt- 0) (3.7.70) 


Înlocuind în ecuaţia (3.7.69) se obţine ecuaţia matriceală: 
Cpm- e Kho=ul) 6779 


Înmulţind la stânga relaţia (3.7.71) cu matricea [M T se obține ecuația 


(3.7.69) 


matriceală de valori proprii: 


M ik] p mM Mi e MPi} 6.772 


Folosind metoda iterației matriceale determină valoarea proprie maximă 
À = p? şi valoarea cea mai mare a pulsației proprii. 

Înmulţind la stânga relația (3.7.71) cu matricea [K}" se obține ecuația 
matriceală de valori proprii: 
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k'k] plk miha) e Ilha ta (3.7.73) 


Folosind metoda iterației matriceale determină pentru acest caz valoarea 


proprie maximă PN =l şi valoarea cea mai mică a pulsației proprii (pulsația 
Pi 
fundamentală). 

> Determinarea pulsaţiei maxime Dax: 


Se notează cu [D]= [M] [K] unde: 


100 1 0 0 
IM]=m[o 2 0 swi =t 1/2 0 
001 Mig Oe 
(3.7.74) 
2 -1 0 3/4 1/2 1/4 
[k]l=k -1 2 -i> k] -4 1/2 1 1⁄2 
0 -1 2 1/4 1/2 3/4 
rezultă: 
În 0 0of2 -1 0 Z i -0 
[D]-= [mf pa a 0 172 0-1 2 -1 = -1/2 1 —1/2| (3.7.75) 
o 0 1|o — 2 0 -1 2 


Se foloseşte pentru început vectorul aleator: {Y y” =ą{ 0 1¥ şi se 
calculează ceilalți vectorii prin iterație: 


try = [pir (3.7.76) 


Se obţine succesiv: 


2 
-4 -1/2 1 -1/2 alt 
m 


0 


2 
we). =y tă A5 (=) z3 
m m 
i i 5 
E a 


P i n x -(£) i 
ai i 


(3.7.77) 


A -1 5 3 [13 

er) -1/2 1 —1/2H-3= z) -8 
m m 

Lo -i 5 13 
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2 =i 0 13 34 


4 4 
efi -1/2 1 -1/2 -8 (2) -21 
m 


Lo -1 2 J3 34 
[| 2 


RE -1 0 Î[34 
e-i -1/2 1 -1/2%8-21 
Pea i 0 A 


Il 
AT N; 
3 |= 
= 
Ace 
9.) 
O h 


T 2 -1 0 ][89 6 [ 233 
k k 
e-a) -1/2 1 =1/2ķ8-55 (=) — 144 

Tae see 33 legat a3 


Iteraţia se opreşte la m=7 deoarece raportul elementelor corespunzătoare 
vectorilor {Y y” şi Y yo diferă la a patra zecimală: 
(7) (7) (7) k 
an -22 = <m =2618%.; (3.7.78) 
Yı Y2 Y3 m 
Deci prima valoare proprie este: 


HEBE Paa e -1613 jÉ (8.7.79) 
m m m 


Vectorul propriu corespunzător lui Pmax se obține normalizând elementele 
vectorului {Y y” ; 


: 233 0,648 
=—— 3 — 1440 = -0,4 3.7.80 
Vras 359,6 í ) 
233 0,648 


> Determinarea pulsației fundamentale Din : 
Se notează cu [8]= [kf [m] : 
3/4 1/2 1⁄4ļ|1 0 0 
Bekr MNA 1 Na 
1/4 1/2 3/4|0 0 1 
3/4 1 1/4 
B]="|i/2 2 1/2 
i 1/4 1 3/4 


(3.7.81) 


Se foloseşte pentru început vectorul oarecare: {Y Y” = 1 1Y 68.7.82) 
şi se calculează ceilalţi vectori cu ajutorul formulei de iteraţie: 
(Ym = [Br (3.7.83) 


Se obţin succesiv vectorii: 
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3/4 1 1/4]fi 2 
W =2Zl172 2 17281=233 
1/4 1 3/4] 2 
„[374 1 174]f2 . [5 
e-z) 1/2 2 1/283 (2) 8 
lua a sall] AF | 
[3/4 1 1/4][5 3 [13 
[2] 1/2 2 1/2k8 (2) 21 
i |174 1 3/4]ls EJ i3 ED 
[3/4 1 174113 i 
op =z) 1/2 2 1/2821 (2) 
i [1/4 1 3/4] Flaa 
[374 1 1/4][34 [89 
y= 3 1/2 2 1/2455 (2) în 
i [1/4 1 3/4|(34 E) Leo 
[3/4 1 1/4][89 ; [233 
er -(2) 1/2 2 1/2 144 (2) 377 
i [1/4 1 3/4]l89 233 


Iterația se opreşte la m=6 deoarece raportul elementelor corespunzătoare 
diferă la a patra zecimală: 


(6) (6) (6) 
1 s2 =2,618; 2 =2,618” (3.7.84) 
Yi Y3 k Y2 k 
Deci prima valoare proprie şi pulsația fundamentală este: 

à =2,618 Z 

k 
E T (3.7.85) 

p k 
min 


> Pain = osis A 
m 


Vectorul propriu corespunzător pulsaţiei fundamentale Pmin se obține 
normalizând elementele vectorului {Y Ke? : 
233 0,465 
ES 377b =40,753}. (3.7.86) 


500,7 
233 0,465 
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b. Metoda Rayleigh 

Această metodă permite determinarea pulsaţiilor proprii atunci când se 
cunosc modurile proprii (vectorul coeficienţilor de influență u” ) corespunzător 
modului r. 

Ecuațiile diferențiale ale vibraţiilor libere ale unui sistem conservativ cu N 
grade de libertate se scriu sub formă matriceală: 

[m a} [x a)= 10) (3.7.87) 

Dacă sistemul vibrează după modul propriu r atunci deplasările şi vitezele 

corespunzătoare acestui mod se scriu în funcție de vectorul coeficienţilor de 


influență astfel: 
TOEO 
0 00 paf sint p,t-¢,) 


Energia cinetică şi potenţială a sistemului corespunzătoare modului propriu 
r sunt: 


EO = 29) Mpo 200 Dal Hoa} simpur-e, 
2 2 (3.7.89) 
pe = GOT KKOO Fl Pa) cos2pur-e,) 


Se observă din expresiile energiei cinetice şi potenţiale că atunci când 
prima este maximă, cealată este nulă. Expresiile corespunzătoare Energiei cinetice 
şi potențiale maxime sunt: 


E =F ml Hoa Y 
Viza = 2 Iu Hal) 


Principiul lui Rayleigh afirmă că energia cinetică maximă corespunzătoare 
mişcării sistemului după unul din modurile proprii de vibraţie este egală cu 
energia potenţială maximă. 


Eudes WOT MEO pat) == xl Hal) 6.7.0 
Folosind acest principiu se deduce valoarea pulsaţiei prorii p,: 


2 WEKKO} 
P =T AZ) (3.7.92) 


În general, modurile proprii de vibrație (caracterizate prin vectorii 
coeficienţilor de influență) nu sunt cunoscute. 

Pentru calculul pulației fundamentale se aproximează modul propriu 
fundamental cu forma de echilibru static al sistemului de corpuri aflat în câmp 


gravitațional: {fo 2 {f Jy (3.7.93) 


În cazul sistemelor formate din elemente elastice şi corpuri în câmp 
gravitațional, pentru echilibrul static forțele generalizate sunt nule: 


(3.7.88) 


(3.7.90) 
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o, =mg -Č =0 = mg (3.7.94) 
ilgi=f; di di =/i 
Ținând seama de expresia energiei potenţiale a sistemului: 
1 1 N N 
= ta le L kaa; (3.7.95) 
2 2401421 
derivatele parțiale din relaţia (3.7.94) se scriu: 
3V N N 
Era =} kf: > mg=} kf; i=1,2,...N (3.7.96) 
die j=l j=1 


N 
Dacă se înmulțește fiecare din ecuaţiile m;g = bk; f; respectiv cu f; şi se 
j=l 
însumează membru cu membru se obține: 


N N N 
Luffe} mf (8.7.97) 
i=l j=l i=l 
Ținând seama că aceste sisteme sunt în general sisteme decuplate dinamic 
(m;=0) expresia (3.7.92) se scrie: 
N N 


2_ LoF kho} LEKAS 


= (3.7.98) 


d 0) (77 0 Eng 


Ținând seama de relaţia (3.7.97) se obţine următoarea relaţie pentru 
pulsaţia findamentală 


(3.7.99) 


Exemplu 
Se consideră sistemul format dintr-o bară dreaptă de lungime 4L situată pe 
două rezeme A şi B având console la capete egale de lungime L , rigiditatea la 
încovoiere EI constantă pe care se află montate trei roţi de mase m; =m, m>=3m şi 
m;=m ca în figura 3.7.3. Folosind metoda Rayleigh să se determine pulsaţia 
fundamentală p; a vibraţiilor flexionale ale barei. 
Pentru determinarea deformaţiilor statice f; se foloseşte metoda 
coeficienţilor de influenţă şi principiul suprapunerii efectelor: 
Pi = Sume + 2 : 3mg + mg 
fa = mg + õn - 3mg + zg (3.7.100) 


fs =8;mg + 932: 3mg + 63smg 
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unde coeficienţii de influență au fost determinaţi la paragraful 3.7.b 


a; Sp = Ed îns 
EI SEI 3EI 
N a aia a 2 de 
pp P O 24E P 0 
E N E 0 E 0 
1O 3a PO gE BO Er 
Rezultă: 
a 23 mgr’ 
ha FI 
1 mg 
În = 3 EI 


Introducând în relaţia (3.7.99) se obține pulsația fundamentală: 


- epin +m f3) 
Pi > 


m fi +3m f? +m fi 
EI 
\ mE 
Valoarea exactă calculată la paragraful 3.7.b este: 
EI 
i mE? 
Eroarea calculată față de valoarea exactă este: 
e=73%. 


pi = 0,904 


Pı = 0,843 


(3.7.101) 


(3.7.102) 


(3.7.103) 


(3.7.104) 


(3.7.105) 
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3.8. Probleme propuse 


3.8.1. Se consideră sistemul format din trei discuri omogene de raza R şi 
mase m; m, şi m; legate între ele prin elementele elastice de rigidități k;, k2 , k3 
respectiv k4 ca în fig. 3.8.1. Se cere să se determine (folosind metoda iteraţiei 
matriciale) prima şi a treia pulsaţie proprie a sistemului elastic şi modurile proprii 
de vibraţie corespunzătoare. Date numerice: m;= m= 1kg; m=3 kg; k; = k4 = 50 
N/mm; kz = k; =100 N/mm . 

k4 | 
N 


m, R m, R mz, R 

3.8.2. Se consideră pendulul triplu, 
format din trei bare de lungime L de 
mase m la capetele cărora se găsesc 
trei mase M, legate între ele prin 
intermediul unor arcuri de rigiditate k 
aflate la distanța a de articulații, ca în 
fig. 3.8.2. Să se determine pulsațiile şi 
modurile proprii de vibrație 
coresunzătoare ale acestui sistem. 
Date numerice: m=] kg; L= 500 
mm; a = 100 mm; k = 50 N/mm; 
g=10 m/s? 


kı 


Fig. 3.8.1 


3.8.3. Se consideră sistemul format 
dintr-un arbore de rigiditate constantă 
şi masă neglijabilă de diametru d, pe 
care se află montate trei roți de mase 
m, 2m şi m ; arborele este rezemat la 
capete ca în fig. 3.8.3. Să se determine 
(folosind metoda coeficienţilor de 
influență şi a iterației matriciale) 
prima şi a treia pulsație proprie a 
sistemului elastic şi modurile proprii 
de vibrații flexionale corespunză- 
toare. 


Date numerice: m =2 kg; a = 100 
mm; E = 2,1 105 N/mm? ; d =50mm ; 
g =10 m/s? 
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3.8.4. Se consideră sistemul format dintr-o bară de rigiditate constantă şi masă 
neglijabilă, având secţiunea circulară de diametru d, pe care se află trei mase: 3m, 
2m şi m , bara fiind încastrată la un capăt şi rezemată la celălalt ca în fig. 3.8.4. Să 
se determine (folosind metoda coeficienţilor de influență şi a iterației matriciale) 
prima şi a treia pulsaţie proprie a sistemului elastic şi modurile proprii de vibrații 
flexionale corespunzătoare. Date numerice: m =2 kg; a = 100 mm; E = 2,1 10° 
N/mm’; d =50mm ; g =10 m/s”. 


3.8.5. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi rigiditate 
constantă, având diametrul d, pe care se află montați trei roți de mase m, 2m şi m , 
având legăturile cu mediul fix ca în fig. 3.8.5. Să se determine (folosind metoda 
coeficienţilor de influenţă şi a iteraţiei matriciale) prima şi a treia pulsaţie proprie a 
sistemului elastic şi modurile proprii de vibrații flexionale corespunzătoare. Date 
numerice: m=2 kg; a = 100 mm; E = 2,1 105 N/mmž; d =50mm ; e =10 m/s? 


Fig.3.8.6 Fig.3.8.7 


3.8.6. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi rigiditate 
constantă, având diametrul d, pe care se află montați trei roți de mase m, 2m şi m , 
având legăturile cu mediul fix ca în fig. 3.8.6. Să se determine folosind metoda 
coeficienţilor de influenţă şi a iterației matriciale prima şi a treia pulsaţie proprie a 
sistemului elastic şi modurile proprii de vibrații flexionale corespunzătoare. Date 
numerice: m=2 kg; a= 100 mm; E = 2,1 10% N/mm?; d =50mm ; g =10 m/s? 


3.8.7. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi rigiditate 
constantă GI, (având diametrul constant d) , pe care se află montați trei volanţi 
având momentele de inerție J , 2J şi 3J ca în fig. 3.8.7. Să se determine (folosind 
metoda iteraţiei matriciale) prima şi a treia pulsaţie proprie a sistemului elastic şi 
modurile proprii de vibraţie corespunzătoare. Date numerice: J =50 kgm; a = 
100 mm; d=60mm; G = 85. 10 N/mm? 
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Jı Ju Zi 


ZI I 


Ja, Z2 


a 


+ 
Fig. 3.8.9 


Fig. 3.8.8 


3.8.8. Se consideră sistemul format dintr-un arbore de masă neglijabilă şi rigiditate 
constantă GI, (având diametrul constant d) , pe care se află montați trei volanți de 
momente de inerție 3J, 2J şi J , având legăturile cu mediul fix ca în fig. 3.8.8. Să 
se determine (folosind metoda iterației matriciale) prima şi a treia pulsație proprie 
a sistemului elastic şi modurile proprii de vibraţie corespunzătoare. Date numerice: 
J =50 kgm; a = 100 mm; d=60mm; G = 85- 10 N/mm? 


3.8.9. Se consideră sistemul format din cei doi arbori de masă neglijabilă şi 
rigiditate constantă (având diametrele d) , pe care se află montați doi volanţi de 
momente de inerție J; şi J3 , şi roțile dințate de momente de inerție J’; şi J 2 ca în 
fig. 3.8.9. Să se determine pulsațiile şi modurile proprii pentru vibraţiile torsionale 
ale acestui sistem.Date numerice: J/= J3=100 kgm ; 27", = J'»= 40 kgm; a = 
100 mm; d=60mm; G = 85. 10 N/mm; i=2>/21=2 


3.8.10. Se consideră sistemul format 
din cei trei arbori de masă neglijabilă 
şi rigiditate constantă (având 
diametrele d) , pe care se află montați 
trei volanți de momente de inerție J; 
J2 şi J3 , şi roțile dințate de momente 
de inerție neglijabile J’; J”> şi J’2 ca în 
fig. 3.8.10. Să se determine pulsațiile 
şi modurile proprii pentru vibraţiile 
torsionale ale acestui sistem. 

Date numerice: J;= J= J;=100 
kgm; a = 100 mm; d=50mm; G = 85. 
10 N/mm; în=22/01=1,5; în=23/21=2 
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CAPITOLUL IV 
VIBRAȚIILE SISTEMELOR CONTINUE 


Introducere 


Sistemele mecanice cu număr finit de grade de libertate sunt modele 
discrete pentru studiul sistemelor formate dintr-un număr de corpuri legate intre ele 
prin elemente elastice sau de amortizare de mase neglijabile ce pot fi asimilate cu 
puncte materiale. În cele mai multe cazuri însă mişcarea vibratorie a sistemelor 
continue nu se poate studia folosind astfel de modele discrete. 


Unele sisteme continue pot fi studiate folosind modele teoretice cu 
parametrii distribuiți (masa, elasticitatea, amortizarea) în tot volumul ocupat de 
corp. Deplasarea unui astfel de sistem este exprimată printr-o funcție continuă pe 
ddomeniul ocupat de corp şi variabilă în timp. Sistemul are un număr infinit de 
grade de libertate. Astfel de sisteme care permit o modelare matematică sunt: firele, 
barele şi plăcile. 


4.1. Vibraţiile transversale ale firelor 


Se consideră un fir omogen de secțiune constantă, flexibil şi inextensibil 
tensionat la capete (de exemplu un cablu de transport energie electrică) şi un 
element din acest fir de lungime ds. Asupra acestui element acționează forța 
distribuită f(x,t) după o direcție perpendiculară pe axa Ox precum şi forțele de 
legătură H, V, H+dH, respectiv V+dV ca în figura 4.1.1.a,b. 


Aw fx,t)ds 
A 
w 
B 
M(x,w) 
A w(x) 
> > 
x dx x x 
> 4 
b. 
a. 


Fig. 4.1.1 
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Conform principiului lui d'Alembert, ecuaţiile de echilibru dinamic ale 

forțelor care acţionează asupra elementului de lungime ds sunt (fig. 4.1.1.b): 
[ H+ H+ dH =0 


se (4.1.1) 
—wdm + f(x,t)ds -V +V +dV =0 


Deoarece în fir nu se produc decât eforturi axiale de întindere, între cele 
două forțe de legătură H şi V există relația: 


9 
V=Htga sau V =H (4.1.2) 
Ox 
Din prima ecuaţie a sistemului (4.1.1) rezultă: 
dH=0 > H=ct (4.1.3) 


Elementul de fir are masa dm = yds unde Y este masa specifică liniară (pe 


unitatea de lungime) a firului. Pentru deplasări mici se poate considera că ds = dx 
şi ecuaţia a doua a sistemului (4.1.1) se scrie: 


OV 3w 
a t)=y 4.1.4 
x + f(x,t) E (4.1.4) 


Ținând seama de relația (4.1.2) ecuația (4.1.4) se scrie: 
w dw 
— -y+ + f(xt)=0 
dx? dt? 
dw 1 dw Sæt) 
dx? e adt H 
unde s-a notat: c= H /Y (4.1.6) 


Ecuația diferențială (4.1.5) reprezintă forma generală a ecuațiilor ce 
caracterizează vibraţiile transversale ale firelor. 


sau: 0 (4.1.5) 


4.1.1. Vibraţiile transversale libere 


În acest caz forţa distribuită este nulă: /(x,1)=0 şi ecuaţia (4.1.5) se scrie: 
w 192 
Y- =o (4.1.7) 
Ox” c^ ot 
Condiţiile inițiale ale mişcării sunt: 


t=0 > Wax) si =g,(x) (4.1.8) 


Capitolul IV — 4.1.Vibraţiile transversale ale firelor 241 
Soluţia generală a acestei ecuaţii a fost dată de d' Alembert şi se scrie: 
w(X,t)=w(x —ct)+ w(x + cet) (4.1.9) 


Forma funcțiilor w; şi w, se determină din condiţiile inițiale (4.1.8): 


w(X— ct) + wa (x + ct), = g.(x) 


ðw (x-ct) Odw(x+ct (4.1.10) 
(x=ct) wartet) o fx) 
Ox Ox zii 
Funcţia w(x) care satisface condiţiile (4.1.8) este de forma: 
1 x+et 
wæt)=zle (x-et) +g (x+ct)]+ |ea(E de (4.1.11) 
x-—ct 


Se observă din forma soluţiei (4.1.9) că aceasta este formată din 
suprapunerea a două unde: unda directă w(x+c şi unda inversă wo(x-ct). 
Constanta c reprezintă viteza de deplasare a celor două unde dea lungul axei Ox 
pozitive (unda directă), respectiv axei Ox negative (unda inversă). 


Dacă se consideră condiţiile iniţiale cu viteză nulă: 


t=0 > Watag) si WMD aia AD 
a 9 l-0 
Ă 1 f 1 
atunci: WaS EE si Wa EUNE EPE (4.1.13) 


adică perturbaţia inițială se împarte în două componente egale una deplasându-se 
spre stânga (unda indirectă) iar cealaltă spre dreapta (unda directă). 


Dacă se consideră firul de lungime L fixat la ambele capete având 
t=0 > wext) y E) 
dw x,t) (4.1.14) 


=0 
ðt lizo 


şi se alege originea axei Ox în capătul din stânga al firului (pentru xe /0,L] ) atunci 


din condiţiile la limită (x=0 şi x=L) se obține: 


w0.)= lee) gilet] > gu(-er)=-gu(er) 
(4.1.15) 


w( Lt) leul L= cr) aul Leto > g(L-ct)=-g(L+ct) 
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deci este nevoie de o prelungire a funcţiei g.(x) pentru valori negative ale lui x 
respective pentru valori mai mari decât x=L. Ținând seama că funcţia g(x) este 
simetrică față de origine rezultă: 


gı(L-ct)=-g;,(L+ct)=g;(-L-ct) (4.1.16) 
deci funcția prelungită g;(x) în afara domeniului xe/0,L] este o funcție periodică 
de perioadă A=2L. 

Se consideră în continuare funcţia g;(x) pentru xe/0,L] de forma 
sinusoidei: 


eul) sin E (4.1.17) 


care satisface condițiile la limită: 


gi(0)=0; g(L/4)=0; gı(L/2)=0; 


gı BL/4)=0; gı(L)=0 (4.1.18) 


Funcția prelungită în afara domeniului xe/0,L] este simetrică față de 
origine şi periodică de perioadă 4=//2. 


Soluția mişcării (4.1.11) se scrie pentru acest caz: 


mat) = leac) + aut ar) [sn ma Een mate) 


(4.1.19) 
, 4Tx 4nct 
=> w(x,t)=sin—-:cos—— 
L L 
Se observă că soluția mişcării satisface condițiile la limită (4.1.8) pentru 
orice moment t al mişcării. Punctele x=0, x=L/4, x=L/2, x=3L/4 şi , x=L se 
numesc noduri, iar undele respective se numesc unde staționare. 


Soluția ecuației diferențiale (4.1.7) se obține şi prin metoda separării 
variabilelor (Bernoulli-Fourier) şi se scrie sub forma: 


w(x,t)=Y(x)cos(pt- 9) (4.1.20) 
Derivând în raport cu ź şi cu x se obține: 
dw 3Y 9w 2 
= cos(pt-ọ); -=~ =-p°Ycos(pt—-ọ) (4.1.21) 
Ox? ax? 9 aP : 
Înlocuind în ecuația diferențială (4.1.7) se obține: 
PY p’ 
Z>+ PY kos(pt-ọ)=0 (4.1.22) 
dx c 


Deoarece cos(pt-ọ) este o funcție de timp rezultă ecuația diferențială: 
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2 2 
ETTA =0 (4.1.23) 
Ox” c 
care are soluții de forma: Y( x)= Beos Z )s psi 2x) (4.1.24) 
c c 


Constantele A şi B se determină din condițiile la limită ale problemei: 


w(0,t)=Y(0)cos( pt— 0)=0 Y(0)=0 
> (4.1.25) 

w(L,t)=Y(L)cos(pt-ọ)=0 Y(L)=0 
Rezultă: B=0 şi psi 21) = Pn [nm (4.1.26) 

c c 
şi soluția ecuației (4.1.23) se scrie sub forma: 
(nT 

Y,(x)=D, (T=) (4.1.27) 


Din relația (4.1.26) rezultă pulsațiile proprii ale firului: p„ = = iar din 


relația (4.1.27) expresiile vs) T=) se numesc funcții proprii 


corespunzătoare modului propriu n de vibrație. 


Soluția problemei corespunzătoare modului n de vibrație se scrie: 


w,(x,t)=D, so T> Pon par P,) (4.1.28) 
Soluția generală va fi suma tuturor modurilor proprii de vibrație: 
= = nT 
w(x,t)=} w,(x,t)= } D,sin —x lcos(p,t— 4.1.29 
= Fm) È Dp so "Ex postot- on) (4.1.29) 
Constantele de integrare D;, Da, ..., Dm. Pr, Pr, Ps. Pr... se determină 
din condițiile inițiale (4.1.8): wW(x,0)=g;(x) si mi =g,(x), sau: 
1=0 
} D, saf T> poscon =g;(x) 
am} (4.1.30) 


© p,D, sn pco, )=28g(x) 


n=l 


Capitolul IV — 4.1.Vibraţiile transversale ale firelor 244 


i MIX ; goca 
Se înmulțesc ecuațiile (4.1.30) cu sin o se integrează pe intervalul [0, 


L] şi se ține seama de ortogonalitatea modurilor proprii de vibrație: 


L 
0 d + 
[sin sin PE ax = PEE (4.1.31) 
i L L/2 daca m=n 
Du MIX 
Dn coston) =F [aces T Ja 
obținându-se: L (4.1.32) 
PmDm sin( Ọm ) = a [east ati Ja 
L A L 


m=], 2,3,1, ... 
Rezultă imediat constantele de integrare D;, Dz, ..., Dm- Pr Pr Pee Pe. 


L 
i facos "E JA 


tel Pn) =— E 


Pn faco T Ye 


2 F . ( MTX 
n Tate les E ph (4.1.33) 


m=1,2, 3,..., N, ... 


4.1.2. Vibraţiile transversale forțate 


În acest caz forța distribuită are forma armonică: 
F(x) = fo(x)cos ot (4.1.34) 


2 2 

f i f 9 

şi ecuaţia (4.1.5) se scrie: i EE =- falx) 
ox H 


cos Qt (4.1.35) 


Condiţiile inițiale ale mişcării sunt: 


dw x,t) 


ris =g,(x) (4.1.36) 


w(x,t,_o = g,(x) si 


Soluția particulară (staționară) a acestei ecuaţii este de forma: 
w(x,t)=Z(x)cosoet (4.1.37) 


Derivând în raport cu / şi cu x se obține: 
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2 2 
Tia a” lZ osat; IY a Zcosot (4.1.38) 
dx Ox dt 
Înlocuind în ecuaţia diferențială (4.1.7) se obține: 
2 2 
ate alu) (4.1.39) 
dx? e H 


Soluția acestei ecuații diferențiale se poate exprima printr-o dezvoltare în 
serie de funcții proprii a funcției Z(x) care verifică condițiile la limită ale 


problemei: Z(x)= $ D,Y, x) (4.1.40) 
unde: y, (x)= sin 2 (4.1.41) 
c 
Be f -Z n: 
Derivând expresia (4.1.40) rezultă: TA = -} Pa Dana (x) (4.1.42) 
x 


Înlocuind în (4.1.39) rezultă: 


o0 2 2 
Pa —O Jo(x) 
z Dn Ya (€) = (4.1.43) 


Se înmulțeşte ecuația (4.1.43) cu Y„(x)= sin PmX , se integrează pe 


intervalul [0, L] şi se ține seama de ortogonalitatea modurilor proprii de vibrație: 


die, P,X daca m+n 
[sin Pn* sin Pmă dx= (4.1.44) 
c L/2 daca m=n 
obținându-se constantele de integrare D: 
2¢2 
E îi SAX (x) (4.1.45) 
LH( pi, T o? 
Înlocuind în expresia (4.1.40) se obține: 
ni, Valz a PON (cd (4.1.46) 


deci soluția staționară (4.1.37) se scrie: 


dge Lasy Vm(>) Y [ANd (4.1.47) 


mapa 


Se observă că dacă pulsația forței perturbatoare devine egală cu una din 
pulsațiile proprii p, se obține fenomenul de rezonanță w(x,t)— œ. 
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Dacă forţa perturbatoare este o forţă concentrată în punctual xpe/0,L/ 
atunci se înlocuieşte în expresia (4.1.47): 


fo(x)= Fo: (x — xo) (4.1.48) 
unde 6 este funcţia Dirac având proprietăţile: 


+E 
l1 daca x=xo w 


S(x- xo) = | şi Í 5(x)dx =1 (4.1.49) 


0 daca x+xo 


Xo—E 
rezultă: 

L L 

[hade | OON pdx Foy n (x0) (4.1.50) 

0 0 
soluţia în acest caz se scrie: 

2 a 
peue e S Ya N (0) (4.1.51) 


LH m=1 pă = o? 
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4.2. Vibraţiile longitudinale ale firelor 


Se consideră un fir omogen de secțiune constantă, flexibil şi inextensibil 
tensionat la capete şi un element din acest fir de lungime dx. Asupra acestui 
element acționează forța distribuită f(x,t) pe direcţia axei Ox precum şi forțele de 
legătură H, H+dH, ca în figura 4.2.1.a,b. 


u(x,t) 
- 
> a 
x dx x 
d 
H(x) Nxit) H&)+dH(x) 
b. 
X 
dx 
d =m Fig. 4.2.1 


Conform principiului d” Alembert, ecuația de echilibru dinamic a forțelor 
care acționează asupra elementului de lungime dx este (fig. 4.2.1.b): 


2 
= tdms flote H+ H+ dl =0 (4.2.1) 
t 


Ținând seama că dm =pA : dx şi diferenţiala efortului axial H se scrie: 


dH = EP (4.2.2) 
Ox 
şi relaţia dintre efortul axial tensiune şi deplasare se scrie: 
du 
ide PARE ze (4.2.3) 
X 


înlocuind în ecuația (4.2.1) se obține: 


du 18u f(x,t) 
= =— : 4.2.4 
dx? ea EA i ) 


E 
unde s-a notat c= |=. 
p 
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S-a obţinut aşadar o ecuație diferenţială de aceeaşi formă cu cea de la 
vibraţiile transversale (4.1.5). 


Pentru vibraţiile libere şi pentru condiţiile inițiale: 


u(x,t) o > 8x) (4.2.5) 

du( x,t ) 

< = 4.2.6 
dt 1=0 dci, ( ) 


soluția prin metoda d' Alembert este de forma: 


X+et 


1 
ax )> leu = er) aut ver) fsa) (4.2.7) 
x—ct 
iar prin metoda Bernoulli-Fourier de forma: 
u(x,t )= } D, af os Pat- On) (4.2.8) 
n=1 
unde B, şi @„, se determină din condițiile inițiale iar p, sunt pulsațiile proprii: 
nīc 


În cazul vibrațiilor forțate cu forțe perturbatoare armonice distribuite se 
obține soluția staționară de forma: 


2c? cos 0) 
L EA 


oo L 
iriz F ta | foc x d (4.2.10) 
m 0 


t 
m=1 P 


În cazul vibrațiilor forțate cu forțe perturbatoare armonice concentrate se 
obţine soluţia staționară de forma: 


2 co 
2Foc? cos Ot F PN a0) (4.2.11) 


u(x,t )= 
l L EA m=l Pm- 0 
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4.3. Vibraţiile longitudinale ale barelor 


Se consideră o bară omogenă de secțiune constantă şi un element din 
această bară de lungime dx. Asupra acestui element acționează forța distribuită 
fix, 1) pe direcţia axei Ox precum şi forțele de legătură N, N+dN, astfel încât acesta 
se deplasează pe direcţia axei Ox cu cu u(x,t) ca în figura 4.3.1.a,b. 


u(x,t) 
> a 
xX dx xX 
p 4 
N(x) T9 N(x)+dN(x) 
b. 
X 
dă Fig. 4.3.1 
dp 


Conform principiului d” Alembert, ecuația de echilibru dinamic a forţelor 
care acționează asupra elementului de lungime dx este (fig. 4.3.1.b): 


2 
= Sam + faut N+N + AN =0 (4.3.1) 
t 
Ținând seama că dm = pA - dx şi de faptul că diferenţiala efortului axial N este: 
dN = E MA (4.3.2) 
Ox 


iar relaţia dintre efortul axial N, tensiunea o şi deplasarea u(x,t) se poate scrie sub 


forma: N= Ag = EAe= EA% (4.3.3) 
x 


înlocuind în ecuaţia (4.3.1) se obține: 


du 1 9u f(x,t) 
— == 4.3.4 
dx? e 97 EA 


E 
unde s-a notat c= |— 
p 


S-a obținut aşadar o ecuație diferențială de aceeaşi formă cu cea de la 
vibraţiile longitudinale ale firului. 
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4.3.1. Vibraţii longitudinale libere 
Condiţiile inițiale se scriu: 

u(x,t |g > gi(x) 

Ou( x,t ) 

a | ISPA RI 
ot PE 


soluția prin metoda d' Alembert este de forma: 


x+ct 


1 
ul 30)= aul x cr )+ gu(x+ct)]+ |e2(5)d5 


x—ct 


iar prin metoda Bernoulli-Fourier: 


u( x,t )= } D, saf E os Pat — 0) 
n=l 


250 


(4.3.5) 


(4.3.6) 


(4.3.7) 


(4.3.8) 


unde B, şi Ọ, se determină din condițiile inițiale iar p, sunt pulsațiile proprii. 


Pentru bara fixată la ambele capete pulsațiile proprii sunt de forma: 


(4.3.9) 


(4.3.10) 


nīc 
HE 
Dacă se consideră că o bară vibrează după un singur mod de vibrație 
atunci: 
u(x,t )=Y(x)cos( pt- 9) < 
x P „P 
u(x,t )=| Bcos—x + Dsin—x |cos( pt- ọỌ) 
c é 


iar efortul axial se scrie: 


Nxt j= EA = EA -YY x )cos( pre) 
X 


p 


Condiţiile la limită la capete se pot scrie: 


> pentru deplasări: 


x=0 => u(0,t)=uycos(pt—0) 
x=L => u(L,t)=u cos(pt-ọỌ) 


> pentru eforturile axiale: 


N( sose- Bsin—x+ Deos” Pon pt-ọ) 
c c c 


(4.3.11) 


(4.3.12) 
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la => N(0,t)= Ficos( pt—$) 


(4.3.13) 
x=L => N(L,t)=F,cos(pt-ọ) 


Înlocuind condiţiile la limită (4.3.12) în expresiile deplasării (4.3.10) şi 
condițiile la limită (4.3.13) în expresiile eforturilor (4.3.11) se obține: 


L 
B=u, u COS p +F “sin pi =W 
c EAp c 
D= F => EA É îi (4.3.14) 
EAp -n SAP in E+ pico E Jr 
c c c 


Relaţiile de legătură dintre valorile amplitudinilor deplasărilor şi eforturilor 
axiale de la capetele unui tronson (4.3.14) se mai scriu matriceal sub forma: 


j ca a F saf a 5 
Hs 4 É A i LS | | (4.3.15) 
c c c 
Acestea sunt relații generale pentru rezolvarea unei probleme de vibrații 


longitudinale ale unei bare de secțiune constantă sau variabilă în trepte, cu sau fără 
mase concentrate. 


Exemplul 1. 


Să se determine pulsațiile şi modurile proprii de vibrații longitudinale ale 
unei bare de lungime L fixată la ambele capete, având secțiunea constantă, modulul 
de elasticitate E şi densitatea p cunoscute (fig. 4.3.2). 


P, E, A, L 


/ 


o 
A Fig. 4.3.2 


Ecuația vibraţiilor longitudinale după un mod de vibrație este: 


ur) Beos Baxs Drim Post pr-o) (4.3.16) 
c c 


Introducând condiţiile la limită ale problemei se obține: 
u(0,t )= Bcos( pt- ọ)=0 > B=0 
(4.3.17) 


Cc 


ur) Dsi 21 bos pr-e)=0 = Pa L=nr 
C 
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deci pulsaţiile şi modurile proprii sunt: p„ = = = su 2 (4.3.18) 
P 
aj D- sof 22 eos pr-e) (4.3.19) 
c 


Exemplul 2. 


Să se determine pulsațiile şi modurile proprii de vibrații longitudinale ale 
unei bare de lungime L fixată la unul din capete iar la celălat capăt liberă, având 
secțiunea constantă, modulul de elasticitate Æ şi densitatea p cunoscută (fig. 4.3.4). 


p, E, A, L 


pa 
a Fig. 4.3.4 


Ecuația vibrațiilor longitudinale după un mod de vibrație este: 
s; P enp 
us) Beos Dsin Pa Joost pt- ọ) (4.3.20) 
c c 


Introducând condițiile la limită ale problemei se obține: 
u(0,t )= Bcos( pt—9)=0 = B=0 


du( x,t ) 


N(L,t)= EA 
Ox 


=EA- as 2 -ọ)= 
= EA pP cod Pa os p ọ)=0 4.3.21) 


x=L 


>22 L=(2n-1)Ž,  n=1, 2,3.. 
c 2 
deci pulsațiile şi modurile proprii de vibrație ale barei sunt: 


Pa =(2n-1) =| (4.3.22) 
P 


u(x,t)=D. sin Pi Pon pt—Q) (4.3.23) 
c 


Exemplul 3. 


Să se determine pulsațiile şi modurile proprii de vibrații longitudinale ale 
unei bare de lungime L fixată la unul din capete iar la celălat capăt liberă, având 
secțiunea în trepte, modulul de elasticitate E şi densitatea p cunoscută (fig. 4.3.5). 
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p,E.2A,L 


P, E, A, 2L 


© 


Ecuația vibrațiilor longitudinale după un mod de vibrație pentru fiecare din 
cele două tronsoane este: 


Fig. 4.3.5 


(2 cosP.x+ D, sint po pt—Q) pentru xe [0,L] 
c c 


u(x,t )= (4.3.24) 
(2: cosP.x + D, sim poa pt—0) pentru xe [L3L] 
c č 
Condiţiile la limită ale problemei sunt: 
u(0,r)=uj =0 u(L,t)=u, u(3L,t)=u3 (43.25) 
N(0,t)= N; N(L,t)=N)  N(3Lt)=N3=0 


Ecuațiile de legătură (4.3.15) dintre valorile amlitudinilor deplasărilor şi 
eforturilor axiale la capetele fiecărui tronson se scriu: 


> pentru primul tronson (1-2): 


cos pE É sin PL 
“zNa c 2EAp 
L 


C 
F,] |_2EAP », ee) co 2] 
C 


on 


C C 


> pentru al doilea tronson (2-3): 
f cof =) z | 22) 
l= p P S | l (4.3.27) 
_ EAp | 2pL ca 2pL ) F, 
C E C 
Din cele două ecuații (4.3.26) şi (4.3.26) se obține următoarea ecuație : 
; cof 2E) i saer) a s22) 
| je c SAE N R E (4.3.28) 


= Hap | 22) o 22E) cof EE) 
c c 


È C 
A doua ecuație a sistemului matrieal (4.3.28) se scrie: 
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1 2 2 
0= - saf DE J pL ): cos 22E Jos 2E |n 
2 c c c c 
(4.3.29) 
2 
c c 


Se rezolvă ecuaţia (4.3.29) reprezentând grafic cele două funcții: 


j „= PL 
te(x) c 


(4.3.30) 


f(x)=tg(2x) si g(x)= 


apoi se determină cu ajutorul programului Mathcad intervalele pentru rădăcinile 
ecuației f(x)=g(x) ce corespund intersecțiilor celor două grafice din figura 4.3.6. 


10 


8 


6 


tan(2x) 


2 0 


tan(x) 


X 


Fig. 4.3.6. Obţinerea soluţiilor pentru primele 4 pulsaţii proprii 


Se obţin astfel primele patru rădăcini: 


2 
Is): 1.571 


tan(x) 


root tan(2x) — —,x,0.5,0.7|= 0.615 root) tan(2x) — 
re 


2 
roof tan(2x) — — ,x,2.5,2.7 |= 2.526 root] tan(2x) — —,x,3.53.8 |= 3.757 
RR tan) 
Deci primele patru pulsaţii proprii sunt: 


0,615 JE _ 571 _ 2256 3,757 JE 
p=% E p a 4 > p (4.3.31) 


> 
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Exemplul 4. 


Să se determine pulsațiile şi modurile proprii de vibrații longitudinale ale 
unei bare de lungime L de secţiunea constantă, modulul de elasticitate £ şi 
densitatea p, fixată la unul din capete iar la celălalt capăt liber având o masă 
concentrată m (fig. 4.3.7). 
pP, E, A, L 


E 
(3 Fig. 4.3.7 Ð 


Ecuația vibrațiilor longitudinale după un mod de vibrație este: 


uz) Beos Px Dsin Px Joost pt-ọ) (4.3.32) 
c c 
Condițiile la limită ale problemei se scriu: 
u(0,t )= Bcos( pt—0)=0 > B=0 
2 4.3.33 
NL) za ut) E EE ( ) 
ox MEA ar 


Ecuațiile de legătură (4.3.15) dintre valorile amplitudinilor deplasărilor şi 
eforturilor axiale la capetele tronsonului (1-2) se scriu: 


j co 25) z s=) 0 
| |- i PAP a | | (4.3.33) 
E gi E mi 
c 


MEN EAD: PL cos| £ di 
c c 
care este echivalentă cu: 
F, 
u, = Zi in PL 
EAp c 1 c pL 
L F “EA s c 
mpu, = Fi co 2) ga d (4.3.34) 
c 
L L 
sau P [2] b ; m, = PAL 
c 


m 1 Ă ; i da 
Pentru cazul — = E se obține ecuaţia pulsaţiilor proprii: 
m 


1 
to( x ) = — 
ET 
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care se rezolvă grafic si numeric cu ajutorul programului Mathcad (fig. 4.3.8). Se 
obţin astfel primele patru rădăcini: 


1 1 
root| tan(x) — — x, 0.5,1 |= 0.653 root| tan(x) — —,x,3,4 |= 3.292 
2x 2x 


1 l 
root| tan(x) — —,x,6,7 |= 6.362 root| tan(x) — —,x,9, 10 |= 9.477 
2x 2X 


Deci primele patru pulsații proprii sunt: 


_ 0,653 E, _ 3,292 E, 
Pi D p P2 DA p` 


_ 6,362 E, _ 9,417 E 
P3 Ea p P4 L p 


(4.3.35) 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


X 
Fig. 4.3.8. Obţinerea soluţiilor pentru primele 4 pulsaţii proprii 
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4.3.2. Vibraţii longitudinale forţate 


În cazul vibraţiilor forțate cu forțe perturbatoare armonice distribuite de 
forma f(x,t)= fo(x )cosor soluţia staționară se obţine în acelaşi mod ca şi în 
cazul vibraţiilor firelor şi este de forma (4.2.10): 


u(x,t )= 


2c? cos Ot € Yanl x) L 
A Ls -a | ol Net x (4.3.36) 


În cazul vibrațiilor forțate cu forțe perturbatoare armonice concentrate în xo 
de forma F = F} cos œt se obține soluția staționară de forma (4.2.11): 


2 oo 
2Foc? cos œt ` Wml XM ml Xo) (4.3.37) 


u( x,t )= 
L EA m=l Po 


Exemplu 


Să se determine pulsațiile şi modurile proprii de vibrații longitudinale ale 
unei bare de lungime L având secţiunea constantă, modulul de elasticitate E şi 
densitatea p cunoscute, fixată la unul din capete iar la celălat capăt acţionează o 
forță armonică concentrată F = Fycosor (fig. 4.3.9). 


P, E, A, L 


F = Fy cos œt 


Fig. 4.3.9 


Funcțiile proprii şi pulsațiile proprii determinate conform (4.3.22) şi 


(4.3.23) sunt: Pm =(2m- 1) respectiv: Y„( x)= sn E, , m=], 2,.. 
Valoarea în punctual xọ =L a funcțiilor proprii W,„( x este: 
2n+1 
toden -E (4.3.38) 
2L 
Soluţia staționară a vibrațiilor conform (4.3.37) va fi: 
2Fyc? = (1 — 
sep pe e duce CORR CD" (2m i, (4.3.39) 


LEA pia 2L 
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4.4. Vibraţiile torsionale ale barelor de secţiune 
circulară sau inelară 


Se consideră o bară omogenă de secțiune circulară sau inelară şi un 
element din această bară de lungime dx. Asupra acestui element acţionează un 
cuplu torsional distribuit m,(x,t) pe direcţia axei Ox precum şi momentele de 
legătură din capete M, M,+dM, astfel încât acesta se roteşte în jurul axei Ox cu cu 
0(x,5) ca în figura 4.4.1.a,b. 

o(x,t) 


Fig. 4.4.1 


Conform principiului d'Alembert, ecuaţia de echilibru dinamic a 
momentelor care acționează asupra elementului de lungime dx este (fig. 4.4.1.b): 
2 


pp Se masa) MM + AM, =0 (4.4.1) 
t 
Ținând seama că diferenţiala efortului torsional dM , se scrie: 
OM 
dM, = — dx (4.4.2) 
Ox 
şi relaţia dintre efortul torsional M , şi rotirea 0(x,1) se scrie: 
90 
M, = GI, PN (4.4.3) 


înlocuind în ecuația (4.4.1) se obține: 
d0 _ 1970 _ m(xt) 
dx? eadw GI 


E 
unde s-a notat c= |— 
p 


(4.4.4) 


p 
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S-a obţinut aşadar o ecuație diferenţială de aceeaşi formă cu cea de la 
vibraţiile longitudinale ale firelor şi barelor. 


4.4.1. Vibraţii torsionale libere 
Ecuația diferenţială a vibrațiilor torsionale (4.4.4) se scrie: 


00 _19%0_ 


— = (4.4.5) 
dx? a 
Condiţiile inițiale se scriu: 
(x,t) =g) (4.4.6) 
d(x, t 
(ady = (x) (4.4.7) 
ot |0 
soluția prin metoda d' Alembert este de forma: 
1 x+ct 
axt =le- + guler) |e 6)d (4.4.8) 
x—ct 
iar prin metoda Bernoulli-Fourier: 
0(x,t)= } D, saf post pa —-0,) (4.4.9) 
n=l 


unde D, şi @, se determină din condițiile inițiale iar p, sunt pulsaţiile proprii. 
Dacă se consideră că bara vibrează după un singur mod de vibraţie, rotirea 
se scrie: 


0(x,t)=Y(x)cos( pt —$) o 
4.4.10 
oo Beos x+ Dsin Zx post pr-e) ( ) 
c c 
iar efortul axial de torsiune se scrie: 
M, (x1)=61, ®©2 -G1 -Y(x)cos(pt-9) 
g (4.4.11) 
M(xt)=261 | - Bsin? p E 
„(x,1)=—GI,| — Bsin—x + Dcos—x |cos( pt —0) 
c c c 
Condițiile la limită la capete se scriu: 
> pentru deplasări: 
x=0 = 0(0,r)=8,cos(pt—$) (4.4.12) 
x=L = @(L,t)=9,cos(pt-ọ) 


> pentru eforturile axiale: 
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x=0 => M,(0,t)= Mjcos( pt — 
„(0,1) ıcos( pt —$) (4.4.13) 
x=L => M (L,t)=M,cos(pt-¢9) 


Înlocuind condițiile la limită (4.4.12) şi (4.4.13) în expresiile rotirii 
(4.4.10) şi ale eforturilor torsionale (4.4.11) se obține: 


L L 
B=9; 6, cof Pe) M, £ [2 - 6, 
c GI „P c 
D-E M > (4.4.14) 
“Gip ! GIP [pL pL 
pP -8, sin — |+ M; cos — |> M, 
c c c 


Relațiile de legătură dintre valorile amplitudinilor deplasărilor şi eforturilor 
axiale de la capetele unui tronson (4.4.14) se mai scriu matriceal sub forma: 


COS! id = Sin ph 
[i l- c EAp c PA, (4.4.15) 
M, -TE sf A cafe] M, 

c c c 


Acestea sunt relații generale pentru rezolvarea unei probleme de vibrații 
torsionale ale unei bare de secțiune circulară constantă sau variabilă în trepte, cu 
sau fără mase concentrate. 


Exemplul 1. 
Bara liberă la ambele capete (fig. 4.4.2) 


P, G, Ip» L 


Fig. 4.4.2 


condițiile la limită sunt: M, =0; M,=0 şi relaţia (4.4.14) devine: 


GI L 
o SD i S m sea a (4.4.16) 
c c L 
Din relația (4.4.11) se obține: 
M, (0,t)=ĒGI,Dcos(pt-9)=0=>D=0 (4.4.17) 
[64 


Funcţiile proprii corespunzătoare sunt: 


0(x,t) =|», cos Pe x nt p —0)> 
i (4.4.18) 


Pn nn 
Y, =cos—x >, i ru 
c 
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Exemplul 2. 
Bara fixată la ambele capete (fig. 4.4.3) 


P, G, Ip, L A 


A 


Condițiile la limită sunt 0, =0; 0, =0 şi relaţia (4.4.14) devine: 


Fig. 4.4.3 


L 
MM sin P- =0 Pa onm = pp (414.19) 
GI Pp c c L 
Din relația (4.4.10) se obține: 
0(0,t)= Bcos( pt- 9)=0=B=0 (4.4.20) 


Funcțiile proprii corespunzătoare sunt: 


ee|p, sn post p -9)> 
ý (4.4.21) 


„Pn „nT 
Y, =sin x > Viza 
c 


Exemplul 3. 
Bara fixată la un capăt şi liberă la celălalt (fig. 4.4.4) 
P, G, Ip L 


r 


Fig. 4.4.4 


condițiile la limită sunt: 0, =0; M, =0 şirelația (4.4.14) devine: 
-1 2n—l 

Pul E 2n as pe (2n —1)ne 
E 2 2L 

Din relația (4.4.11) se obține: 8(0,7)= Bcos(pt-ọ)=0=B=0 (4.4.23) 


Funcțiile proprii corespunzătoare sunt: 


Mico eai (4.4.22) 
C 


e=[p, sm2 postpr-e) > 

ii (4.4.24) 
2n-—l 

y, = sin Pr x = pei 20 i A 
c 2L 
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Exemplul 4. 


Bara fixată la unul din capete iar la celălalt capăt liberă, având secţiunea 


în trepte (fig. 4.3.5). 


p, G, 41 L 
j p, G, Ip 3L 


AT 2) Fig. 4.4.5 2 


Condiţiile la limită sunt: 
0, =0; M}=0_ şirelația (4.4.14) se scrie: 


M; sin ra) 6, 
c 


GI 
tronson l-2: piP 


L 
Micos Pa =M, 
c 


L L 
6, co P2 +M, c sn| 22 es 
c GI 2P c 


GI „p 
-0, E a Pa y M, cj 22 )- 0 
c c c 


tronson 2—3: 


Din primele două ecuații şi din ecuația a patra (4.4.25) rezultă: 


c ph _ % 
GI pP c M, e Pa pl» _ fp 
0, GIP pa 1 E c Ip 
M, c c 


(4.4.25) 


Pentru cazul particular din figura 4.3.5 ( Lı=L, L:=3L, 1l,ı=4lp, LL) se 


obține ecuația transcendentă: 


E PE 
tgx c 


iar soluțiile ecuației (4.4.27) se determină grafic din fig. 4.4.6 cu ajutorul 


programului Mathcad: 
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ra sanc» — xoroa) =0.255 rof sG» — xl, 5) = 1.09 
tan(x) tan(x) 
tof stano — x222] =2.051 ma sano — ,X, 2.8, 3) = 2.887 
tan(x) tan(x) 
mase — „x, 3.3, 34) = 3.396 pof sG» — ,X, 145) = 4.232 
tan(x) tan(x) 
Se obțin astfel primele 6 pulsații proprii: 
_ 0,255 G. p _109 |G. P _ 2,051 IG. 
L7 Iu 27 TS 3 S 
L L L 
\ A a P (4.4.28) 
PE 2,887 |G. P 3,396 IG. ja 4,232 |G 
4= ~; P55 — P65 To 
L Vp L Vp L Vp 
10 
8 
6 
4 
4 tan(3x) 
1 0 
tan(x) 
-2 
-4 
-6 
-8 
-10 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 


Fig. 4.4.6. Obţinerea soluţiilor pentru primele 6 pulsaţii proprii 
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Exemplul 5. 
Bara liberă având la capete doi volanţi de momente de inerție J; şi J» (fig. 
4.4.7) condiţiile la limită rezultă din egalitatea dintre amplitudinile momentelor Mı 
şi M: şi cuplurile de inerție corespunzătoare ale celor doi volanți: 
9? 9? 
M, SE ca =p Jð; M, S =p°J,ð, (4.4.29) 
dt | o dt | 


P, G, Ip» L 


6, ca i 1 saf ) 
c 
(4.4.30) 
GI 
-8, Sh E e ep J oaf 22-]- p’ J9, 
c c c 
Ecuațiile (4.4.30) se mai scriu: 
0, cos p +8, Lc sin as 6, 
GI, 
=> 
GI L J L 
-90 P sin] Z= |+ 8, —cos| PE |=0 4.4 
| J cp (2) La c á (40) 


GI 
> js cos pi + Jer, E. sin 2 =0 
J, c GI, Jcp c 
Dacă se notează: J, =pl,L momentul de inerție al barei de secțiune 


circulară atunci ecuația (4.4.30) se mai scrie: 


jet cosx + AE aleile sinx=0 o 
Jy J, Ja x 
(4.4.31) 


Ji %1 J] L po PL 
Jy Jax J, tgx c 
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Pentru cazul particular J, =J, Ji =2J, Jp»=4J se obţine ecuaţia 


transcendentă a pulsaţiilor proprii: 


ei ate l Cta PC = (4.4.32) 
4x 2- tgx 8x? +1 


iar soluțiile ecuației (4.4.32) se determină grafic din fig. 4.4.8 cu ajutorul 


programului Mathcad: 


0.5 


=05 


19 2 4 6 8 10 12 14 6 18 20 
X 
root| tan(x) + 2 „X,2.8,3.2 |= 3.061 root| tan(x) + 2 zi „x, 6,7 |= 6.243 
2 2 
8x +1 8x +1 
root| tan(x) + 2 „X,9,10 |= 9.398 root| tan(x) + 2 „X, 12, 13 |= 12.546 
82 +1 8 +1 


Fig. 4.4.8. Obţinerea soluţiilor pentru primele 6 pulsaţii proprii 


Se obţin astfel primele 6 pulsaţii proprii: 


p -3% [6, „6243 [6. 
| ez pa -M T; 
L L | 
E E (4.4.33) 


_939 [G _ 12,546 [G 


P3 T p P4 T p » 


Pentru n > 4 se poate aproxima: p, = - — 
P 
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4.4.2. Vibraţii torsionale forţate 

În cazul vibraţiilor forțate cu momente perturbatoare armonice distribuite 
m, =mygcosot soluţia staţionară se obține în acelaşi mod ca la vibraţiile 
longitudinale şi este de forma: 


2c? cost Yp x) 
0(x,t)= a mo (XV (x dx (4.4.34) 
L GI, je: p2- =] i 


În cazul vibraţiilor forţate cu momente perturbatoare armonice concentrate 
în xp de forma M, = Mp cos œt se obţine soluţia staționară de forma: 


0(x,t)= 


2 
2M „pc“ cost Ș Walt o) (4.4.35) 
m=l 


LGI, p-o 


Exemplu 

Să se determine pulsațiile şi modurile proprii de vibrații longitudinale ale 
unei bare de lungime L având secțiunea constantă, modulul de elasticitate E şi 
densitatea p cunoscute, fixată la unul din capete iar la celălat capăt acționează o 
forță armonică concentrată F = Fy cosœt (fig. 4.4.9). 


„E,A,L 
p F = Fo cos œt 


Fig. 4.4.9 


Funcțiile proprii şi pulsațiile proprii determinate conform (4.4.22) şi 
(4.4.23) sunt: 


m =(2m — WE respectiv: (4.4.36) 


morca EUe aA (4.4.37) 
2L 
Valoarea în punctual xọ =L a funcțiilor proprii Y „(x) este: 
2n+1 
moger EA SGi (4.4.38) 
2L 
Soluţia staționară a vibrațiilor conform (4.4.37) va fi: 


u(x,t) = 


2Fyc? a (=1)” SE 
oc Dy (-1) sin (2 LT , (4.4.39) 


LEA fEp2-0 2L 
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4.5. Vibraţiile transversale ale barelor drepte 


Se consideră o bară omogenă prismatică cu un plan de simetrie şi un 
element din această bară de lungime dx situat la distaţa x de capătul barei. Se 
notează cu w(x,t) deplasările secțiunii față de poziția de echilibru. Asupra acestui 
element acţionează o forţă perturbatoare distribuită f(x,£) pe direcţia axei Oz ca în 
figura 4.5.1.a,b. 


Se ţine seama de relaţia dintre efortul încovoietor M,(x) corespunzător 
secțiunii aflată la distanţa x de capătul barei şi deplasarea w(x) pentru încovoierea 
barelor drepte care are forma: 


2 
M 
9w__Mi (4.5.1) 
Ox? EI 
şi de relaţia dintre efortul încovoietor M; şi sarcina distribuită q(x): 
ƏM; ƏT 
A h q(x) (4.5.2) 


Forța elementară distribuită dF=q(x)dx se poate exprima ca suma dintre 
forța perturbatoare ce acționează asupra elementului şi forța de inerție 
corespunzătoare (fig. 4.5.1.b): 

9w 
q( x,t )dx = f( x,t dx — g” (4.5.3) 
t 


Derivând de două ori relația (4.5.1) şi înlocuind în relația (4.5.2) şi apoi în 
relația (4.5.3) se obține: 


dw dfw 
— —— dm + f(x,t )\dx = EI —- 4.5.4 
a dma f(x) T (4.5.4) 


. f A : ; 
Ținând seama că dm=pAdx şi notând Pop? se obține ecuația 


diferențială a vibrațiilor transversale a barelor prismatice: 
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dfw 29w _ f(x) 


+ 4.5.5 
ax? p ət? EI ! i 
4.5.1. Vibraţiile transversale libere 
Ecuația diferențială a vibrațiilor transversale libere se scrie: 
4 2 
a 2 sa =0 (4.5.6) 
Ox dt 
având soluții de forma (prin metoda Bernoulli Fourier): 
w( x,t )=Y(x)cos( pt — ọ) (4.5.7) 
Înlocuind în ecuația (4.5.7) se obține: 
9“Y(x 
Pt - porto ema pt —9)=0 (4.5.8) 
Ox 
rezultă aşadar o ecuaţie diferențială de o singură variabilă , omogenă de ordinul IV: 
4 
9 Y(x) _p2p?Y(x)=0 (4.5.9) 
Ecuația caracteristică corespunzătoare este: 
r-a =0; (4.5.10) 
unde: at =p2p? (4.5.11) 
cu rădăcinile: 
n» = t0; 
e (4.5.12) 


ratio; (i=v4-1) 
Soluțiile sunt de forma: 
Y(x)= A;ch( ax )+ A sh( ax )+ A; cos( ax )+ A; sin( ax). (4.5.13) 
sau de forma: 
Y(x)=Cfi(x )+Cofa(x)+ Cafa(x)+ Cafa( x) (4.5.14) 
unde fi(0x), f(x), fa(0x), fa( ax ) sunt funcţiile lui Krilov definite astfel: 


f(ax) = (chox +cosax) f(ax)= Jolshox- sinax)=af4(ax) 
Hia- (oaie sinoi) fit ox:)= (chow + cosorr)= ofu( 0.) 

i 5 i (4.5.15) 
fst ou: )=-(ehax — cosas) fat oa )=5 (shox + sinox)= af.( ax ) 
fal 0x = = (show — sinaa) fil ax )= (chax -cosox)=of( a) 
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Constantele de integrare C,, ...C4 se determină din condițiile la limită care 
se pot scrie de exemplu în capătul din stânga al barei (x=0 ) astfel: 


Y(0)=Cf(0)+C, fa(0)+Cf(0)+C4f4(0)=C; 

Y(0)=aC f4(0)+aC fi(0)+aC3f.(0)+0C3f(0)= AC, 
Y”(0)=02C,f(0)+02C2f4(0)+02C3 fu(0)+02C3f>(0)= 0203 
Y”(0)=0° Ci fa(0)+0°C f,(0)+0C3fa(0)+ 0003 f,(0)=0Ca 


1, i Ti» 
> 0, =Y(0); C=- Y0; C3 =-zY%(0); C, = 3Y%0) 


(4.5.16) 


Soluţia ecuaţiei diferenţiale (4.5.10) se poate scrie în funcție de aceste 
condiţii sub forma: 


Ls EE l» 
e a a je a Oe ca (0)fa(ax) (4.5.17) 


Aceste condiții la limită (x=0) precum şi cele corespunzătoare capătului din 
dreapta al barei (x=L), conform soluției generale (4.5.8), se referă la: 


> amplitudinile deplasărilor la capetele barei: w, =Y(0), w, =Y(L); 
> amplitudinile rotirilor la capetele barei: e =Y(0), p=Y(L); 
> amplitudinile eforturilor M; la capetele barei: 
M, =—EI:Y"(0);  M,=-EI-Y“L) ; 
> amplitudinile eforturilor T; la capetele barei: 
T, =-—EI-Y”(0); T, =-EI-Y"(L) ; 
Rezultă un sistem de ecuații omogen având ca necunoscute constantele de 


integrare C4, ...C4 care admite soluții diferite de cea banală dacă determinantul său 
este nul. Se obţine astfel o ecuaţie transcendentă în 0 care reprezintă ecuaţia 


2 
pulsaţiilor proprii | Du = ) 


După ce se determină constantele de integrare C,, ...C4 şi se introduc 
pulsațiile proprii p, determinate mai sus, se obțin modurile proprii de vibrație: 


w,(x,t)=Y,(x)cos( pat- 9,) (4.5.18) 


Soluția generală a ecuație vibrațiilor transversale se scrie: 


w(x,t)= 9 DV cos( put 9, ) (4.5.19) 


n=1 


unde constantele: D;, D2, ...Dm ... ŞI Pr, @2 -Ọm ... se determină din condiţiile 
inițiale (la t=0): 
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w(x0)= gu(x) 


ðw x,t) _ (4.5.20) 
ae ar 8g2(x) 


Înlocuind (4.5.19) în (4.5.20) rezultă 


A'A cos( 9, )= g(x) 
a (4.5.21) 


AAP sin( Ọ, )= e»(x) 


n=l 


Se înmulțesc ecuațiile (4.5.21) cu Y, se integrează pe intervalul [0, L] şi 


se ține seama de ortogonalitatea modurilor proprii de vibrație: 
0 daca m+n 


L 
[wav dx= | (4.5.22) 
0 


Àn daca m=n 


obținându-se: 


L 
Am Dim cos( +, )= [eu xX Y dx 
0 


L (4.5.23) 
Am PmDm sin( Fm ) E fex dx 
0 
m=1, 2, 3... y, 
Rezultă imediat constantele de integrare D;, Dz, ..., Dm- Pr pr s:-: 5 n>] 
L 
REDA zoi 
0 
t = ; Dp = mdx 
8l Pn) =— E cost, 121% wA 


Pm 
Jand 
0 


ms EZ 3... n. 
Din expresiile deplasării, rotirilor, eforturilor încovoietoare şi tăietoare 
rezultă că acestea sunt sincrone şi în fază: 
w(x,t )=Y(x )cos( pt — 0) 
Q x,t )=Y(x cost pt — 0) 
M(x,t)=—EI-Y"(x )cos( pt- ọ) 
T(x,t)=—EI -Y”(x)cos( pt — 0) 


(4.5.25) 
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 Amplitudinile acestor funcții la capetele barei conform (4.5.25) se scriu: 
> pentru capătul din stânga (x=0): 
w(0,t )= w; cos( pt — ọ) 
Q 0,t)= Qı cos( pt-9) 
M(0,1)= M,cos( pt-9) 
T(0,t)= Ti cos( pt—0) 


(4.5.26) 


> pentru capătul din dreapta (x=L): 
w( L,t )= w, cos( pt — 0) 
Q L,t)= 2 cos( pr-0) 
M(L,t)= M, cos( pt- ọ) 
T(L,t)= T, cos( pt- 9) 


(4.5.26°) 


Relația (4.5.17) se scrie în funcție de aceste amplitudini astfel: 
15 REN l >» 
a a CU E (0)fa(0x)+—Y (0)fa(0x) (4.5.27) 
O [94 
Funcţia Y(x) i derivatele funcției dată de relația (4.5.27) se mai scriu: 


1 1 
masanne ma —— Mi: fs(ax)-—— Ti: fa( Ox ) 
a EI OEI 


î 1 
Y(x)= waf, (ax) +9 fi( ax )- E fal ax = papi 1 300) 


(4.5.28) 
Yx) = mot fax) +pafa 0) MI Alax- Ala) 


FI 1 1 
Y (x)= mo fa( 0 )+a? fa( 0 )-- 0M; fa 0a)-- Ti: flax) 


Înlocuind aceste expresii în condiţiile (4.5.26) se obţin relaţiile de legătură 
dinte amplitudinile celor patru mărimi de la capetele barei: 


1 
Mal UD) P aflat PP Lc J= e aa ind, 


È: 
P = waf (AL)+PfiL)-M; Dooa 2EI Ja aL) (4.5.29) 


1 
M, =w Ela’ f( AL) p Elof, (aL)+ M, - fi(aL)+T, lol) 


T, =w Elo? f.(AL)—QEIX? f3( AL )+ M, -fal AL)+Ti: fu( AL) 


Aceste relaţii se mai pot scrie sub forma generală a relațiilor dintre 
amplitudinile celor patru mărimi la capetele barei: 
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M T 
wa fior IL fa(aL)-->1 ee Lb ——— full.) 
oE o` EI 
92 mfal) +Ë pilotat st fatal) 
z (4.5.30) 
= 32 = mfalaL)re paL)- ap flo ea) fa(aL) 
T. a T, 
-gmo fa(aL)- 277 — fa( AL = Bag fot) 
sau matriceal sub forma generală: 
w3 Wi 
P2 SAL) FAAL) f(AL)  fa( AL) Pi: 
O O 
Mad -o | iei A J m (4.5.31) 
OEI f(aL) fa(AL)  fi(aL)  fa(AL) OZEI 
OT, fa(aL) f(AL) fa(QaL) AALI T 
OEI OEI 


Cu ajutorul relaţiilor (4.5.29), (4.5.30) şi (4.5.31) se pot studia vibraţiile 


libere transversale ale barei pentru diferite cazuri particulare de condiţii la limită. 


P.E, I, 


Exemplul 1. 
Bara liberă la ambele capete (fig. 4.5.2) 


272 


Fig. 4.5.2 


Condiţiile la limită în acest caz sunt: 


M,=0; T =0 
(4.5.32) 
M„=0; T,=0 
Ecuația matriceală (4.5.31) se scrie: 
“ F(aL) fa(0L)  f3(0L) fa(0L) 
P2 
_| fa OL) AAL) HAL) fAL)| (4.5.33) 


S(T AlL) fata) AL) fi(aL) 
ol ALN TALS fiat) AA 


care este echivalentă cu sistemul omogen: 


o og|S z 
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fat aL)+ PL fa( aL)=0 
să (4.5.34) 
wfa(aL.)+ Îi fat a.)=0 


Acest sistem admite soluții nebanale dacă determinantul său este nul: 


Fa(QaL)  fa( QL) 


z 2 E _ 
e nud) Pon © fFFAL)-f(aL)fa(aL)=0 


Choz — cos aL? = Tha + sinaL\(shaL — sin a L)= 0 (4.5.35) 


ch?0L — 2chaL - cos AL + cos? aL — sh? aL + sin” aL=0 
unde : ch?aL — sh"AL = J; cos? aL+ sin? aL=1 


se obține următoarea ecuație transcendentă a pulsațiilor proprii: 


ChOL : cosaL =] © 


= cosOL (4.5.36) 
ChOL 


Soluțiile ecuaţiei (4.5.35) se determină grafic din fig. 4.5.3 : 


too ( eos (x)= x46) = 4.73 tooi cos (x = x78) = 7.853 


cosh (x) cosh (x) 


ro( eco = x105,115) = 10.996 toot cos (x = Da 1s.15]- 14.137 


cosh (x) cosh (x) 


toot cosc = ie) 17.279 rooi eo = x20,21 ) = 2042 


cosh (x) cosh (x) 


1 


0.8 


0.6 


0.4 


cos(x) 


1 0 


cosh (x) 
=0.2 


0 2 4 6 8 0 12 4 16 8 20 


Fig. 4.5.3. Obtinerea soluțiilor ecuației 4.5.36 
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Se obţin astfel primele 6 pulsaţii proprii: 


__22,373 IEI _ 61,67 [EI _ 120,912 [EI 
Pi = [2 PA” Pap PA! P3 = T pa’ 

_ 199,855 JEI. _ 268,564 |EI _ 416,976 [EI 
P4 = [2 Va ps = [2 pa: P6 = E pa: 


Exemplul 2. 
Bara articulată la ambele capete (fig. 4.5.3) 


prar PR 


(4.5.37) 


N 
4 Fig. 4.5.3 S 
Condiţiile la limită în acest caz sunt: 
wi = 0; M, = 0 
(4.5.38) 
Wa = 0; M, = 0 
Ecuația matriceală (4.5.31) se scrie: 
0 0 
P f(aL)  fa(aL) f(AL) fa(aAL) e, 
a |_|fa(aL) fi(aL) fa(aL) fz(aL) o 
0 = . 0 (4.5.39) 
f(aL) fa(OL) Ju(aL) fa(QL) z 
2 1 
= aL aL aL aL =: 
T fa(9L) fs(aL) fa(aL) fı(aL) PI 
care este echivalentă cu sistemul omogen: 
T, 
B patat )- 3 fatal )=0 
pă (4.5.40) 
i pitaL)- i pial)=0 
O o` EI 
Acest sistem admite soluții nebanale dacă determinantul său este nul: 
fa(aL) faf QL) 
: +  |=0 e fitaL)-fi(aL)=0 
fal aL) fa( AL) 
That + sin OLY = Tha — sin OLY =0 (4.5.41) 


shOL - sin AL = 0 

se obține următoarea ecuaţie a pulsaţiilor proprii: sin aL =0 având soluţiile: 
OL=nm, n=1,2,3,... (4.5.42) 
Rezultă pulsaţiile proprii: 
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o? (mY [EI 
H -(7 ) 3 (4.5.43) 


Se obțin astfel primele 6 pulsații proprii: 


p -9869 JEL, „39478 [EL. „88826 [ET 
1 I pA’ P2 I pa’ P3 I pA’ 


(4.5.44) 
_157913 LEI, _ 246,74 JEL _ 355,306 [EI | 
P4 I pa’ P5 I pA’ P6 I pA’ 
Exemplul 3. 
Bara încastrată la ambele capete (fig. 4.5.4) 
Z 
7 
Fig. 4.5.4 
Condiţiile la limită în acest caz sunt: 
w =0; =0 
l Pi (4.5.45) 
w>=0; 02 =0 
Ecuația matriceală (4.5.31) se scrie: 
0 
SAL) FAAL) fa(aL) fal aL) 0 
_M|_ faCaL) f(OL) fa(0L) f(aL)| | Mı (4.5.46) 
O2EI Ss(OL) fa(aL) fL) fa(QAL) œ? EI C 
-2 | |fatal) BaL) fatal) fi(aL)] |- 
o` EI OEI 
care este echivalentă cu sistemul omogen: 
M T, 
= zgj fo) zpr fa(aL)=0 
5 Ş (4.5.47) 


M T, 
fala) fil aL)=0 
œ EI OEI 
Acest sistem admite soluţii nebanale dacă determinantul său este nul: 


PaL)  fa( AL) 
f(aL) f (QL) 


F ChoL — cos aL? == Tha + sinaL\(shaL — sina L)= 0 (4.5.48) 


=0 e fi(a0L)- f(0L)f,(AL)=0 


pă ChOL - cosaL=] 
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se obține aceeaşi ecuaţie transcendentă a pulsaţiilor proprii ca în cazul a) şi aceleaşi 
pulsaţii proprii. Primele 6 pulsaţii proprii sunt: 


__22,373 IEI _ 61,67 [EI _ 120,912 [EI 
PiS [5 pa’ P2 = R pa’ P3= [5 pa’ 
199,855 [EI __ 268,564 LEI. _ 416,976 [EI 
Da = [2 pa” ps = [2 PA” P6 = E PA” 


Exemplul 4. 
Bara încastrată la un capăt şi liberă la celălalt (fig. 4.5.5) 


A Ea a a ai aa a pi 
Z 
/ 


(4.5.49) 


Fig. 4.5.5 


Condiţiile la limită în acest caz sunt: 


lat A (4.5.50) 
M, =0; T, =0 
Ecuația matriceală (4.5.31) se scrie: 
0 
w2 SOL) FAAL) FAL) fa(AL) 0 
P2|_|fa(0L) fi(0L) fa(0L) f(9L)| ]__ M, (4.5.51) 
0 (aL) fa(aL) fi(aL) fa(QAL) a? EI i 
0] | AL) BaL) fi(aL) fi(aL)| |- a 
O EI 
care este echivalentă cu sistemul omogen: 
M T, 
— fil aL) f (aL)=0 
ra 9 ~ (4.5.52) 
— fa aL) fi(aL)=0 
OEI O EI 


Acest sistem admite soluţii nebanale dacă determinantul său este nul: 


fi(aL) fa(AL) 


— 2 nt, _ 
fa aL) aN” e filaL)- fo(aL)f, (AL)=0 


(4.5.53) 
1 
F hOL + cos aL? = Tha + sin AL )shaL — sin aL)= 0 
Rezultă următoarea ecuație transcendentă a pulsațiilor proprii: 
ChOL.- cosAL =-—l & cosaL=-— l (4.5.54) 


ChOL 
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Soluțiile ecuaţiei (4.5.54) se determină grafic din fig. 4.5.6 : 


rar [eo (x) + 
tof cos (x) + 
roa cos (x) + 
1 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
cos(x) 

=d 0 

cosh(x) 
=0.2 
=0.4 
=0.6 
=0.8 


cosh (x) 


cosh (x) 


cosh (x) 


„x, i2)- 1.875 


+15) = 7.855 


„x, 14, 5) = 14.137 


too( cos (x) + 


tooi{ cos (x) + 


rof cos (x) + 


cosh (x) 


cosh (x) 


1 
cosh (x) 
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X, 4, s) = 4.694 


„x, 17,18 


„x, 10.5, 1 15) = 10.996 


= 17.279 


Fig. 4.5.6. Obţinerea soluţiilor ecuaţiei 4.5.54 


Se obţin astfel primele 6 pulsaţii proprii: 


Pi 


P4 


I 


3,515 EI , z 

L Vpa' P2 

_ 120,912 EL 
PA” P5 


L 
_ 199,855 


EL 
PA” P6 


22033 [EL _617 [ET 
2 Vpa' P3 rL \pA’ 


_ 298,564 


I 


EL 
pA’ 


(4.5.55) 
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Exemplul 5. 
Bara încastrată la un capăt şi articulată la celălalt (fig. 4.5.5) 


/ N 
Fig. 4.5.7 
Condiţiile la limită în acest caz sunt: 
w =0; =0 
15 Qi (4.5.56) 
W2 = 0; M, = 0 
Ecuația matriceală (4.5.31) se scrie: 
0 
i AL) fa(aL) f(aL) fa | o 
2 a fa aL) fL) fAAL) f(aL) J M, (4.5.57) 
T | (BOL) fiat) fila) fata] | cer i 
= T, 
Er) LOL) POL) fa(aL) fi(aL)] |- — 
o` EI 
care este echivalentă cu sistemul omogen: 
M T, 
= Zap OL) -zpr (0L) =0 
p E (4.5.58) 
— 3 fi(aL)-—— f (aL)=0 
œ EI OEI 
Acest sistem admite soluţii nebanale dacă determinantul său este nul: 
Fs(0L)  fa(AL) 2 
fi(aL) fatal) 
© f(AaL)fa(aL)-f(aL)fı(aL)=0 > (4.5.59) 
i (chaL-— cos aL (shaL + sinaL)- i (chaL+ cos aLXshaL — sinaL)= 0 
Rezultă următoarea ecuaţie transcendentă a pulsațiilor proprii: 
ChOL - sin aL — cos QL- shaL = O 
& tgaL-thaL=0 (4.5.60) 


pă thaL = aa, 
tgaL 


Soluțiile ecuației (4.5.60) se determină grafic din fig. 4.5.8 : 
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1 l 
root| tanh(x) — — x, 0.5, 1.5 | = 0.938 root| tanh (x) — X, 3.9,4.2 |= 3.927 
tan(x) tan(x) 
1 il 
root| tanh (x) — ——— x, 7,7.5 |= 7.069 root| tanh (x) — ——— x, 10.1,11 |= 10.21 
tan(x) tan(x) 
1 1 
root| tanh(x) — — x, 13.2,14 |= 13.352 root| tanh (x) — „X, 16.4, 17 |= 16.493 
tan(x) tan(x) 
Ii 
0.8 
tanh(x) 
a 
tan(x) 
0.5 
0.2 
= 
0 2 4 6 8 10 2 4 6 18 20 


X 


Fig. 4.5.8. Obținerea soluțiilor ecuației 4.5.60 


Se obțin astfel primele 6 pulsații proprii: 


0,88 [EI _ 15,421 [EI _ 49,97 [EI 
P= [2 PA” Po = Z PA” P3 = [2 pa” 
104,244 LEI 178,276 IEI. 272,019 LEI 
Pa = R pa’ ps = R pa’ Pe=— m pA 
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Exemplul 6. 


Bara încastrată la un capăt şi cu masă concentrată la celălalt (fig. 4.5.9) 


Z 
4 Fig. 4.5.9 
Condiţiile la limită în acest caz sunt: 
wi = 0; 9, = 0 
3?w (4.5.62) 


=0: = = 2 
M, =0; BSa E. = Mp w 
x=L 


Ecuația matriceală (4.5.31) se scrie: 


0 
K AOL) fatal) f(aL) faaL)) | o 
P2 | |S AaL) AAL) fa(aL) f(aL)| | M; ARES 
m | [OE oz) tat) pioli | azr a 
SPH”) OL) BOL) fa(aL) fi(aL) E 
care este echivalentă cu sistemul omogen: 
M T, 
i f(aL)- 1i fa(aL)=0 (4.5.64) 
œ? EI œ EI 
M T, mp? 
r fal aL )- zn Mole a 0 


Acest sistem admite soluții nebanale dacă determinantul său este nul: 


BOL) fa(aL) -l1 
faL) f(aL) 0 |=0 


fal OL) fi(aL) o (4.5.65) 


= (fata) fC aL) fal aL))+ 
2 
+ PP (POL) AL)- fi(aL)fu(0L))=0 
o EI 


Ținând seama de relaţiile (4.5.15) şi (4.5.65) se obţine ecuația 
transcendentă a pulsaţilor proprii: 
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root 


root 


2 
mp 
a` EI 
Dacă se ține seama de relația: 


(1+ chaLcosaL )= (chaLsinaL — shaLcos aL ) (4.5.66) 


2 
4 = pa p’ > mp _™ aL, unde:m,=pAL (4.5.67) 
EI œ`EI m, 


Ecuația (4.5.66) se mai scrie: 


O 


(chaL - Sin QL — ShOL - cos aL) _m, 1 
1+ choLcos aL m OL 
Soluțiile ecuației (4.5.68) se determină grafic din fig. 4.5.10 : 


(4.5.68) 


| (cosh sin -sink cos) 2 ` [raa sute sos) 2 
X 1, 1.3 =1.42 roo 


ta =4.111 


1+ cosh(x) cos(x) x 1 + cosh% cos(x) x 


| (cosh(x)-sin(3) -sink co) 2 i | estos -sinky cos{x) 
X 7:17.93 =7.19 Too 
X 


2 
10104 = 10.298 
x 


1 + cosh% cos(x) 1 + cosh% cos(x) 
roof COTOS -sint cot) 2 13 14 =13.421 (coshlxb:sin(a) — sinhd-cos(3)) _ 2 
1+ cosh(x) cos(x) X TOO „x, 1617 =16.55 
1+ cosh% cos(x) x 
10 
8 | | 
Il | 
[|] 
(cosh(x) -sin(x)-sinh(x) -cos(x)) 3 
1+cosh(x) cos(x) ml 
EE i 
0.5x -2 
-4 
-6 
-8 
-10 
0 2 4 6 8 0 12 4 6 18 20 


Fig. 4.5.10. Obţinerea soluţiilor ecuației 4.5.68 
Se obțin astfel primele 6 pulsații proprii: 


2.016 LEI 16,9 [EI 51,696 LEI 
PI = [2 pa’ P2 = [2 pa” P3 _ P m 
106.049 |EI 180.123 [EI 273.902 [EI 
P4 = T Fi Ps5 == FI: pa” P6 fr T aA 


(4.5.69) 
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4.5.2. Vibraţiile transversale forţate 
Ecuația diferențială a vibraţiilor transversale forțate datorate unei forțe 


perturbatoare distribuite f(x, )= fo(x )cosor se scrie: 


dfw 2 97w _ fox )cosor 


+ 4.5.70 
axí i dt? EI ( ) 


având soluții staționare armonice , sincrone şi în fază cu forța armonică 
perturbatoare: 


w( x,t )=Z( x )cosot (4.5.71) 
Înlocuind în ecuația (4.5.70) se obține: 
4 
o Al B70? Z x) [cos ot = 115.2 PER 
Ox? EI 


0'Z(x)_ 
axt 


(4.5.72) 
22 _ Jo(x) 
B'o Zi ii a 


Funcţia Z(x) care reprezintă amplitudinea mişcării vibratorii de-a lungul 
barei se scrie sub forma unei dezvoltări în serie de funcții proprii: 


Z(x)= E C(x) (4.5.73) 
n=1 


Funcțiile proprii y,„(x) verifică ecuația diferențială: 


4 
— -R py, x)=0 o Da p pya) (4.5.74) 


şi satisfac condițiile de ortogonalitate: 


E 0 daca m+n 
[ww dx= (4.5.15) 
A Àn daca m=n 
Înlocuind expresia soluţiei (4.5.73) în ecuaţia diferenţială (4.5.72) se 
obţine: 
LCB pa -0 y(x)= du (4.5.6) 
n=l 


Înmulțind ecuația (4.5.76) cu v,(x), integrând pe intervalul [0, L] şi 
ţinând seama de ortogonalitatea modurilor proprii de vibrație se obțin coeficienții 
Cri 
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£ 
EDB? 


z l Fox N (x )dx (4.5.77) 


m 


Deci soluția finală se scrie: 


SEO Vu(x) F 
d. 4.5.78 
o aa | ms (4.5.78) 


În cazul când forța perturbatoare este o forță concentrată în punctul x=xy al 
barei F(xy,t)= Fy cosœt , valoarea corespunzătoare unităţii de lungime se poate 
determina cu ajutorul funcției simbolice Dirac: 


fol x)= Fo x— xo ) (4.5.79) 


Înlocuind în relația (4.5.77) se obține: 


FOY m( Xo ) 
= 4.5.80 
E „B p-o? ) f l 


Deci soluția finală se scrie în acest caz: 


Fo Ad Wal Nal (4.5.81) 


1)= 
iu di EIB” m=l Aml pa- 0) 


Observație: 


Dacă forța perturbatoare concentrată este aplicată la capătul barei este mai 
comod a rezolva problema sub forma ei omogenă (de vibrații libere) şi să se 
considere forța perturbatoare ca condiții la limită, aşa cum rezultă din exemplele 
următoare. 


Exemplul 1. 


Se consideră o bară prismatică încastrată la un capăt, iar la celălalt (x=L) 
solicitată de o forță armonică F(1)=Fycosor (fig. 4.5.11). Să se determine 
expresiile amplitudinilor deplasării, rotirii, efortului încovoietor şi efortului tăietor 
precum şi factorul de amplificare dinamică pentru o pulsație a forței perturbatoare: 
w=12-p, unde p; este pulsaţia proprie fundamentală. 


F(t)= Fycosot 


Fig. 4.5.11 
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Se consideră vibraţiile libere pentru care condiţiile la limită sunt: 


HSA ME (4.5.82) 
M, =0; T, =F) g 
Ecuația matriceală (4.5.31) se scrie în acest caz: 
z 0 
2 Sf(OL) fL) fAL) fal aL) 0 
P2 | [faaL) AAL) flaL) f(0L)| |__M, (4.5.83) 
| BOL) SaL) far) for) EI dă 
SEI SAQOL) PAL) fa(aL) f(aL) R 
şi este echivalentă cu sistemul neomogen: 
M T, 
If aL)- fa aL)=0 
OEI o EI (4.5.84) 
M, Ti Fo E 
— AL )— AL )= — 
oa a a al E 
Rezolvând acest sistem se obține: 
aM, fi(OL)+T,fa(4L)=0 f.(aL) 
— AM fa(AL)-Tifi(AL)=-Fo  |fa(aL) 
ci ate > fhial) 
A f(AL)—- f(AL)fa( QL) (4.5.85) 
aM fA (aL)+T,fa(aL)=0 |S (aL) 
-aM fa(aL)-Tfi(AL)=-Fy |fui(aL) 
>1=h— Alak) 
Fi (aL )- fa( AL )f4( QL) 
Ținând seama de relația: 
ftaL)- fal aL fa aL )= (+ chab- cosat) (4.5.86) 
cele două mărimi de mai sus au expresiile: 
2F9 fa( aL) 
M=- ; 
O l+chaL.:cosaL (4.5.87) 
T, =2F, fil aL) 


0 1+ chaL.cosaL 
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-~ Condiția de rezonanță se serie: = 0000 
1+ chaL - cos aL = 0 (4.5.88) 
Primele patru soluţii ale acestei ecuații conform (4.5.54) sunt: 


(aL) =1,875; (aL), =4,694; (aL) =7,855; (aL), =10,99. (4.5.89) 


Soluțiile vibraţiile staţionare (deplasări, rotiri, momente încovoietoare şi 
eforturi tăietoare) se scriu ţinând seama de expresia (4.5.27) care pentru acest caz 
are forma: 


1 1 
Y(x)=-—— M; : fh ax)-—— T: fax) (4.5.90) 
Q&Q EI OEI 
şi au expresiile: 
1 1 
mas) (scos == Tao) Doe) eosar 
& EI OEI 


aa) Va Jeana =|= a fal ax) -T iA o) coser 
OEI 


OEI (4.5.91) 


M(x )=-EI(x)eosor=] M, -f(ax)+T Ura) eosar 
O 


T(x,t )=-EIY”( x )cosot = ÎM, -afa ax )+T, - fi ax loser 
Dacă se înlocuiesc expresiile (4.5.87) în (4.5.91) se obțin expresiile: 


2Fo [foL flax) AAL f sor 


w(x,t)= EI 1+ chaLcos aL 
Q x,t)= zi LOOL fax) fil ol )fa( 9) os cor 
aŽEI 1+ chaLcosaL (4.5.92) 
M(x,t)=-2 Fo [aL fiar) fu(4L)fa(0)] sor 
a 1+chaLcosaL 
T(x,t)=-2F, E LE 


În figura 4.5.12 sunt reprezentate amplitudinile vibrațiilor de-a lungul barei 
sau primele patru moduri proprii de vibrație: 


2F [AL fax) fi (OL)fa(o0x)] l 

; pentru : 
OEI 1+ ChOL cos aL (4.5.93) 
(aL), = 1,875; (aL), = 4,694; (aL) =7,855; (aL), =10,99%. 


wọ(x,t)= 
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f1(x) := 0.5(cosh (x) + cos (X)) f3(x) := 0.5(cosh (x) — cos (x)) 
f2(x) := 0.5(sinh (x) + sin (X)) f4(x) := 0.5(sinh (x) — sin (x)) 
50 
39 
A Modul I 
(£2(1.875 )-f3(x)- FI(1.875 ).E4(x)) 
1000-( 1+cosh (1.875 )-cos(1.875)) 
(£2(4.694 )-f3(x)— f1(4.694 )-f4(x)) 28 
1000 (1+cosh (4.694 )-cos(4.694 )) Modul II 
(£2(7.855 )-f3(x)- f1(7.855 )-f4x)) 
1000-( 1+cosh (7.855 )-cos(7.855 )) 17 
(£2(10.996 )-f3(x)— F1(10.996 )-14(x) Modul III 
1000 -(1+cosh (10.996 )-cos( 10.996 )) Modul IV 
6 
50 1 2 3 4 


E 


Fig. 4.5.12. Primele 4 moduri proprii de vibraţie a barei 


La capetele barei se obțin următoarele amplitudini ale celor patru mărimi: 


> pentru capătul din stânga (x=0): 


= 2Fo OLA O)- AOL) o 

i œ EI 1+ chaLcos aL 

2P POLSO) AOLO] o 

i O2EI 1+ chaLcosaL (4.5.94) 
m, = 2 Fo POLACO) -ALHO __ 2 foto) 

f O 1+ chaLcos aL O l+chaLcosaL 
T, = op, POLISO- fila )fil0 op AOL) 

1 + choLcos AL 1+ chaLcos aL 


> pentru capătul din dreapta (x=L): 


PRE 2F9 [OLIB OL)- fi(aL)fa(01.)]_ Fy ChOL: sinaL+shoL- cosaL 

ar EI 1+chaLcosaL oœ EI 1+chaL- cosaL 

_ 2 ALAL) fL (aL) Fy 1+shoL:sinaL 

2 OZEI 1+choLcosal EI l+chaL-cosaL 

(4.5.95) 

m, -2P OLOLA L] o 

„= = 

O 1+chaLcosaL 

7, = op PLO-A OLAOL)] p 


l1+chaLcosaL 
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Factorul de amplificare dinamică este raportul dintre amplitudinea 
momentului din încastrare M, şi momentul în încastrare al unei forțe egală cu 
amplitudinea forţei perturbatoare: 


2, fa( QL) 
QL 1+ chaL-cosaL 


M; 
FL 


E, = (4.5.96) 


Reprezentarea grafică a factorului de amplificare dinamică este dată în 
figura. 4.5.13. Se observă că acesta are valori foarte mari în jurul frecvențelor 
proprii ale barei, când se produce rezonanța. Pentru o valoare a pulsației forței 
perturbatoare în vecinătatea primelor patru rezonanțe egală cu 
œ=1,21p; (i=1,23,4) se obțin următoarele valori ale factorului de amplificare 


dinamică: 


(1.9685 5.429  g(4.028J7=0.873  8(8.247)50.317  g(11.5498-0.166 


Se observă că aceste valori scad cu creşterea pulsațiilor proprii. 


i 2 f2(x) 2 f2(x) 
g(x) := sign mm | 
x: (1 + cosh (x) cos (x)) x: (1 + cosh (x) cos (x)) 
5 
4 
3 
g(x) 
2 
1 
09 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 noO ë R B 14 l5 


Fig. 4.5.13. Factorul de amplificare dinamică 
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Exemplul 2. 


288 


Se consideră o bară prismatică articulată la ambele capete, solicitată în 
capătul din dreapta de un cuplu armonic M(r)=Mycosor (fig. 4.5.14). Să se 
determine expresiile amplitudinilor deplasării, rotirii, efortului încovoietor şi 


efortului tăietor de-a lungul barei. 


M(t)= Mocosot 


PE, I, A, L 


Condițiile la limită în acest caz sunt: 
w=0; M,=0 
W2 = 0; M, = Mo 


Ecuația matriceală (4.5.31) se scrie în acest caz: 


0 

| [itaL) foL) flal) fa | g, 

M, (| fala) AOL) fatal) flal) | “a 
ZEI fx(QL) fa(aL) f(&aL) f„(AL) 0 
Tn | far) (aL) faL) fi(aL) > 

3 o EI 

O EI 
care este echivalentă cu sistemul neomogen: 

T, 
P ptoL)- i fa aL)=0 
O O EI 
T, M 
Pi gla) -fha =- 
Q o EI OEI 
Rezolvând acest sistem se obține: 
F1 __Mo fat aL) _ Mo ShOL— sin O 
a OEI fi(aL)- ital) |?! 201 snaL- sinaL 
T _ Mo fa( QL) T, =Ma 1 shOL + sin AL 


OGEI EI f/(0L)- fâ(OL) 
Condiţia de rezonanţă se scrie: 


ShOL - sin AL = O 


l 2 ShOL - sin AL 


(4.5.97) 


(4.5.98) 


(4.5.99) 


(4.5.100) 


(4.5.101) 


Capitolul IV — 4.5.Vibraţiile transversale ale barelor drepte 289 


Rezultă pulsaţiile proprii: 


a? (nn [EI 
zwe 4.5.102 
Pn B * pA ( ) 


Soluțiile vibrațiilor staționare (deplasări, rotiri, momente încovoietoare şi 
eforturi tăietoare) se scriu ținând seama de expresia (4.5.27) care pentru acest caz 
are forma: 


1 1 
Y(x)=—9: — T: 4.5.103 
(x) i fa( ax) CH 1 fax) ( ) 
şi au expresiile: 
w(x,t)= Yx yosor=| Zo; -fa(ax)-T, ata) eosar 
Q x,t)= Yx jeosor= gifi ax)-T Ao eosar (4.5.104) 


Masa) EDY Joson =] q Elaf,(ax)+T, E jacas) loser 
O 


T(x,t)=—EIY”(x )cosat = L Q Ela? f( ax )+ Ti - f(oxx )kosear 


Dacă se înlocuiesc expresiile (4.5.100) se obţin expresiile echivalente: 


Mo | sinax shax 
w(x,t)= — cosot 
DOZEI | sinaL shaL 


gxt) Mo a chax Jeosar 


~ 20EI | sinaL shaL 


uiaj Mo O Mia cos œt 
i 2 |sinoaL  shoL 


MQ 
T(x,t)= 0 Sea + ea pere 


(4.5.105) 


2 SinOL shaL 


În figurile 4.5.15 şi 4.5.16 sunt reprezentate amplitudinile deplasărilor şi 
rotirilor de-a lungul barei sau modurile proprii corespunzătoare primelor două 
pulsaţii proprii. 


La capetele barei se obțin următoarele amplitudini ale celor patru mărimi: 


> pentru capătul din stânga (x=0): 
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M si 
y 0 (e =0 
x=0 


ET 20@?EI\ sinaL shaL 


Mo ioi 
=al maL kaL 


i s i (4.5.106) 
sın Qx SNAX 
2 (sinaL shaL j) =o 
MoA l l 
Lit r 
2 |sinOL  shOL 
a 
1 
0.5 
sin(x) sinh(x) 1 
sin(3.1416) sinh(3.1416) ] 100000 
cos(x) cosh(x) \ 1 j 
sin(3.1416) sinh(3.1416) J 100000 
=0.5 
-1 
g 
0 0.63 1.26 1.88 2.51 


x 


Fig. 4.5.15. Reprezentarea amplitudinilor deplasărilor 


1.5 
1 
0.5 
sin(x) sinh(x) 1 
sin(6.2832) sinh(6.2832) jJ 400000 
0 
cos(x) cosh(x) 1 
sin(6.2832) sinh(6.2832) J200000 
=0.5 
= 
=15 m 
0 1.26 2.51 3.77 5.03 


Fig. 4.5.16. Reprezentarea amplitudinilor rotirilor 
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> pentru capătul din dreapta (x=ŻL): 


Mo | sSinaL shaL 
Wa = — = 
a DO02E[| sinaL shaL 
_ Mo (cosaL  chaL 
P2 O OEI | sinal shaL 
M in OL shaL 
M= 0 Li „Sha = Mg 
2 |sinaL shaL o 
T, = Moaf cosaL FI ChOL 
2 SinOL  SshOL 


(4.5.107) 


Variația amplitudinii unghiului de rotaţie Ọ, a secțiunii în care acționează 
cuplul perturbator în funcţie de pulsația œ este reprezentată în figura 4.5.17. 


MoL 1 (cosaL chaL 
p = —- (4.5.108) 
2EI OL| sinaL shaL 
5 
3.33 
1.67 
1i cos(x) _cosh(x) 0 
x | sin(x)  sinh(x) 
— 1.67 
— 3.33 
E 0 LS 3 4.5 6 7.5 9 10.5 2 13.5 15 


Fig. 4.5.17. Variația amplitudinii unghiului de rotaţie q 


Capitolul IV — 4.6. Probleme propuse 292 


4.6. Probleme propuse 


4.6.1. Se consideră sistemul format dintr- 
un arbore având densitatea p şi rigiditatea 
constantă GI, pe cele două tronsoane 
(având diametrele d şi 2d) , încastrat la un 
se determine primele trei pulsații proprii 
pentru vibraţiile torsionale ale acestui 
sistem. Date numerice: J =100 kem’; 
p=7,8 10kg/m'; a = 400 mm; d=100mm; 
G = 8,5. 10* N/mm 


4.6.2. Se consideră sistemul format dintr- 
un arbore de densitate p şi rigiditate 
constantă GI, pe cele două tronsoane 
(având diametrele d şi 2d) , încastrat la 
capete ca în fig. 4.6.2 Să se determine 
primele trei  pulsaţii proprii pentru 
vibraţiile torsionale ale acestui sistem. 
Date numerice: p=7,8 10°kg/m ; a = 400 
mm; d=100mm; G = 8,5- 10* N/mm’ 


4.6.3. Se consideră sistemul format dintr- 
un arbore de densitate p şi rigiditate 
constantă GI, (având diametrul constant d) 
„ încastrat la un capăt iar la celălalt capăt 
având un volant de moment de inerție J , 
“ca în fig. 4.6.3. Să se determine primele 
trei  pulsații proprii pentru vibraţiile 
torsionale ale acestui sistem. Date 
numerice: J =100 kgm”; p=7,8 10 kg/m’; 
Fig. 4.6.3. a = 400 mm; d=100mm; G = 8,5: 10 
N/mm 
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Fig. 4.6.4 


Fig. 4.6.5. 
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4.6.4. Se consideră sistemul format dintr- 
un arbore de densitate p şi rigiditate 
constantă GI, (având diametrul constant d) 
„ la capetele căruia se află doi volanți 
“având momentul de inerție 2J şi J ca în 
fig. 4.0.4. Să se determine primele trei 
pulsaţii proprii pentru vibraţiile torsionale 
ale acestui sistem. Date numerice: J =100 
kem’; p>7,8 1 Okg/m ; a = 400 mm; 
d=100mm; G = 8,5- 10° N/mm’ 


4.6.5. Se consideră sistemul format dintr- 
un arbore de densitate p şi rigiditate 
constantă EI (având diametrul constant d) , 
masa M ca în fig. 4.6.5. Să se determine 
primele trei pulsații proprii pentru 
vibraţiile transversale ale acestui sistem. 
Date numerice: M =10 kg; p=7,8 
10kg/m*; a = 400 mm; d=100mm, E = 
2,1- 10 N/mm’ 


4.6.6. Se consideră sistemul format dintr- 
un arbore de densitate p şi rigiditate 
constantă EI (având diametrul d ) încastrat 


_ la un capăt şi rezemat la celălalt, ca în fig. 


4.6.6. Să se determine primele trei pulsaţii 
proprii pentru vibraţiile transversale ale 
acestui sistem. Date numerice: p=7,8 
1 kg/m’; a = 400 mm; d=100mm; 
E = 2,1- 10 N/mm 
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CAPITOLUL V 
VIBRAȚII ALEATOARE 


5.1. Variabile aleatoare şi mărimi caracteristice 


Multe forme de excitații (cum ar fi acţiunea vântului, cutremure, variația 
presiunii în vasele şi recipientele sub presiune etc.) sunt caracterizate de intensități 
şi moduri de variaţie aleatoare şi nu pot fi descrise decât prin mărimi statistice, 
deci şi răspunsurile dinamice descrise sunt statistice. 


Un experiment este aleator atunci când răspunsul lui pentru o anumită 
exitaţie nu poate fi prevăzut cu precizie şi univoc, fiind posibile mai multe 
răspunsuri. Experimentele aleatoare (cum sunt de exemplu vibraţiile structurilor 
elastice sub acțiunea unor factori aleatori) se pot generaliza şi studia ca procese 
aleatorii. 


Se numeşte variabilă aleatoare o funcţie reală X definită pe domeniul de 
evenimente S: 


e dacă X ia un număr finit de valori numerice x, x2 x... X„ atunci X este o 
variabilă aleatoare discretă; 


e dacă X poate lua orice valoare într-un interval dat, atunci X este o variabilă 
aleatoare continuă. 


Variabila aleatoare discretă X este complet determinată dacă se cunosc 
toate realizările sale: x, x» X3 . . . Xm precum şi toate probabilitățile 
corespunzătoare acestor realizări: ps, p2 P3,...p„. Legea de repartiție a variabilei 
aleatoare discrete se scrie: 


pi dp se si (5.1.1) 
Pi P2 +» Pn 
Legea de repartiție a variabilei aleatoare continue se scrie sub două forme: 
a. funcția de distribuție F(x) a variabilei aleatoare care reprezintă probabilitatea 
ca variabila X să fie mai mică decât o variabilă curentă x: 


Fi) =P (X< x) 
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Întrucât probabilitatea P are valori cuprinse între O şi 1, funcția de 
distribuţieF(x) are următoarele proprietăţi şi reprezentarea grafică din figura 5.1.1: 
0< Fy(x)<1 
Fy(%)=1 ; Fy(—>)=0 (5.1.2) 
daca x2 x, => Fy(xı)2 Fy(x2) 
Probabilitatea ca variabila X să se afle în intervalul (xı, X2) este: 
P(x, SX <x3)=Fy(x2)- Fy (%1) 


Fx A 


O XI X2 X 


Fig.5.1.1 


b. densitatea de probabilitate f(x) este dată de următoarea relație: 


dFy(x 
hbj A ) (5.1.3) 
dx 
şi are următoarele proprietăți: 
e f(x) — 0 deoarece Fy(x) este monoton crescătoare 
. | fx(x)dx= |dFy(x)=F(%)-F(—»)=1 (5.1.4) 


e |fy(x)dx= dez) Po) Flo) Pa <X <x) 


XI —00 


Densitatea de probabilitate este reprezentată grafic ca în figura 5.1.2. Aria 
haşurată reprezintă valoarea probabilității ca variabila continuă X să se afle în 
intervalul , i 

ervalul (x; x2) Rå 


Fig.5.1.2 / | 
XI X2 
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În general legea de repartiție nu este cunoscută şi deci nu se pot determina 
cele două forme cantitative ale legii: funcția de distribuție şi densitatea de 
probabilitate. 


De aceea se utilizează alte mărimi caracteristice care reflectă unele 
particularitățile esențiale ale legii de repartiție: 


> momentul de ordinul I, media sau speranța matematică: 


E|x|=X = jie )dx (5.1.4) 


—o0 


> momentul de ordinul II, media pătratică: 

z|x?| =X = |? fel (5.1.5) 
> media centrală: 

r|x-x|=x-x= = foto) (5.1.6) 
> momentul central de ordinul doi sau dispersia: 

E(X -X | Drx)= [ (0-3)? fy(x)dx (5.1.7) 


> abaterea standard sau abaterea medie pătratică: 


o(x)=4 D(x) 


i (5.1.8) 
sau :0? (x)= D(x)= X - (X)? 
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5.2. Procese aleatoare şi mărimi caracteristice 


Pe mulțimea E a unor experimente aleatoare (fig. 5.2.1) se defineşte relația 
X(x, t) care, pentru orice ieşire (experiment x), conduce la o funcție F(t). O relație 
de acest fel este denumită proces aleator sau funcție aleatoare. Funcţia obținută 
într-o încercare oarecare x,(1) reprezintă o realizare a procesului aleator X(x, t), care 
este conceput ca un ansamblu de astfel de realizări (Figura. 5.2.2). 


x F(t) 
E pi XG;t) — 


Fig. 5.2.1 


Dacă parametrul ż¢ este fixat la o anumită valoare t;, atunci procesul aleator 
X(x,tı) devine o variabilă aleatoare, în consecință conceptul de proces aleator 
reprezintă o generalizare a conceptului de variabilă aleatoare. 


Xa(t) 


X2 t) 


x(t) 


Fig.5.2.2 


În mod similar ca pentru variabilele aleatoare, pentru un singur proces 
aleator X(t) se definesc următoarele mărimi: 


> funcţia de distribuţie a procesului aleator: 


F(x; t) = PIX) sal; (5.2.1) 
> funcția densităţii de probabilitate a procesului aleator: 
dFy lat 
f(x) bi J (5.2.2) 


dx 
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> momentul de ordinul 1 sau media procesului aleator: 

X(0)= E|x (= | are (5.2.3) 
> dispersia: 

D= e|e-x0f| E k-i ra 624 


Dacă pentru parametrul 1 se fixează valorile t;, t2 . . ., 4, atunci procesul 
aleator X(x, t) este caracterizat de n variabile aleatoare X;, X>, . . ., X, pentru care se 
pot stabili următoarele mărimi de corelație: 


> funcţia de distribuţie corelată de ordinul n: 
Fii, Xa... Xn titz.. ta) = PIX) < xn, X(t) S x2... Xa) Sx, l (5.2.5) 


> funcția densității de probabilitate corelate de ordinul n 


)= IPF CE RE Ia Pa! 


fi eee brut (5.2.6) 


0x,0x» ...0x, 

Dacă pentru parametrul / se fixează numai două momente în timp t; şi t2, 
mărimile de corelație cele mai folosite în analiza proceselor aleatoare sunt 
următoarele: 


> funcția de autocorelaţie definită ca medie a produsului valorilor funcției de 
la cele două momente tı, tz; 


R, (ti, b)= EX) Xt) Í (5.2.7) 
> funcţia de covarianţă definită ca medie centrală a procesului aleator: 
CA nota )> E] X(t )- XE X(n )- X)| (5.2.8) 


> coeficientul de corelație denumit şi funcție de corelație normalizată: 


Clot) (5.2.9) 


Se 


unde O, (tı) şi O.(t) sunt abaterile medii standard ale proceselor aleatoare 
la momentele t; şi tz: 


oia )=xX°)- xX’) (5.2.10) 


02(12)= x° (n)- x?) 
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5.3. Evoluţia în timp a proceselor aleatoare 


O problemă importantă a teoriei proceselor aleatoare o constituie modul în 
care acestea evoluează în timp. Un proces aleator se numeşte staționar atunci când 
mărimile statistice sunt independente de originea timpului (adică ele nu depind de 
momentul în care se începe observarea lor). 


Considerând un proces aleator staționar de ordinul 1 şi 2, condiţiile de 
staționaritate pentru densitățile de probabilitate de ordinul 1 şi 2 sunt: 


FE, D = fi t+ to) 
fier xz tn t) E fler, Xz; ti + to t + to) (5.3.1) 
şi se scriu sub forma generală: 
KE, D 5KO); 
Fr Xz tr t) =fr xz D = fX Xz - 1) (5.3.2) 
în care T = t - t}. 
Se observă că funcția densității de probabilitate de ordinul 1 este 


independentă de timp, iar funcția densității de ordinul 2 depinde numai de 7, adică 
de diferenţa de timp dintre cele două momente. 


În consecinţă, un proces aleator staționar este caracterizat prin mărimile: 


> media: E|x (= X(0=ă:; (5.3.3) 
> dispersia: 02(;)=02; (5.3.4) 
> funcția de autocorelaţie: 

Rut) = R; Rs (9 = R; (5.3.5) 
> funcția de covarianță: 

Ceti, t2) = C(; rx(t1,t2) = r0) (5.3.6) 


Observaţii: 
> un proces aleator având media constantă (independentă de timp) şi funcţia de 
autocorelație dependentă de diferenţa de timp (T): X(@)=X ; R(t t) = RAO), 
este denumit staționar în sens larg sau slab staționar. 


> un proces aleator este staționar în sens îngust, atunci când densitățile de 
repartiție până la ordinul n sunt funcții numai de diferențele de timp: 
fot bata. tnt]. 


> în dinamica structurilor intervin de cele mai multe ori fenomene vibratorii 
aleatoare cu staţionaritate în sens larg, de aceea prin procese staționare în 
dinamica structurilor, se vor înţelege procesele staţionare în sens larg. 
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În cazul proceselor slab staţionare, se poate obţine o reprezentare armonică 
sau descompunerea în frecvențe a acestora, sub forma valorii medii pătratice 


2 
Elx? (t) = X(t) , denumită şi puterea procesului X(t). 


Reprezentarea armonică a unui proces aleator staționar se poate face mai 
uşor folosind funcția densității spectrale de putere S.(0), care împreună cu funcția 
de autocorelație R(t) formează o pereche de transformate Fourier, definite de 
relaţiile: 


1 foton 
Sos i e™®™ R (rhh (5.3.7) 
R (©)= fees (ojo. (5.3.8) 


Deci densitatea spectrală de putere (sau densitatea spectrală) este 
transformata Fourier a funcției de autocorelație, iar funcția de autocorelație este 
transformata inversă a densității spectrale. Relațiile (5.3.7), (5.3.8) sunt denumite 
relațiile Wiener - Khinchine şi ele indică o reprezentare armonică a procesului 
considerat. 


Din (5.3.7) se observă că dacă funcţia de autocorelație este o funcţie pară: 
R(t) = R.(-0 atunci şi densitatea spectrală este o funcţie pară, adică: 


S(0) = S(-0) (5.3.9) 


Ținând seama de relaţiile: (5.3.1), (5.3.6), (5.3.8) şi (5.3.9), pentru t = t; = 
t, adică pentru T= 0, se obţine relația: 


Ex? (e) = R,(0)= Ts, (odo= afs, (odo (5.3.10) 


—2 
care, întrucât media pătratică: E x z (t ) = X (t) reprezintă puterea procesului 
X(t), justifică noțiunea de putere a spectrului reprezentării armonice. 


În mod asemănător este introdusă noțiunea de putere în banda de 
frecvență (0, @): 


0: 

Pao, =2 |S, (0o (5.3.11) 
o 

Întrucât puterea în orice bandă trebuie să fie nenegativă, rezultă 
S,(0) >0. (5.3.12) 


Proprietăţile (5.3.10) şi (5.3.11) pot fi evidenţiate prin trecerea unui proces 
printr-un filtru de frecvenţe şi calcularea puterii spectrului semnalului rezultat. 
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5.4. Estimările proceselor aleatorii 


În general, mărimile statistice ale unui proces aleator sunt necunoscute şi 
funcţiile aleatoare care-l descriu nu pot fi analizate în totalitate. În această situaţie 
teoria estimaţiei permite ca din analiza a cel mult câteva realizări ale procesului 
să se obțină mărimile caracteristice. 


Se consideră o singură realizare x(t) a procesului aleator X(t), pentru care 
se determină următoarele caracteristici: 


T 
> media estimaţiei: fn Í x(t )dt (5.4.1) 
0 


> estimarea densității spectrale: 
a 1 2 
5 @)= 7X70) (5.4.2) 


unde X7(w) este transformata Fourier finită a procesului x(t): 
| 7/2 
Xr(@)=— [exp=ior)xt dr 
27 7/2 
> estimarea funcţiei de autocorelaţie 


T-t 
A(1)= = [x(t )x(t+ vdt (5.4.3) 
0 


Se pune însă problema de a stabili modul în care aceste mărimi corespund 
celor reale ale procesului considerat: atunci când media unei realizări este egală cu 
media procesului însuşi, procesul staționar este numit ergodic 


Întrucât pentru fiecare realizare, integrala (5.30) dă un număr, rezultă că 
media m, reprezintă o variabilă aleatoare. Pentru ca media acestei variabile 


aleatoare să fie egală cu un număr: Eñ |=m, =X , trebuie ca dispersia să fie 


nulă: 
D(û,)= Er -m, }| =0 (5.4.4) 


În continuare, integrala (5.32) conduce la o funcție dependentă de t. Dacă 
funcția de autocorelație a procesului real depinde de momentele t; şi t), estimarea 
(5.32) nu este corectă. 


În estimarea proceselor aleatoare este folosită funcția densității spectrale 
de putere Sx(@), care împreună cu funcția de autocorelație Ryx(T), constituie o 
pereche de trnasformate Fourier (relațiile 5.4.3 şi 5.4.4). În problemele de 
estimare, funcția de autocorelație Rąx(T) se defineşte sub forma valorii medii a 
produsului x(t) x(t+7): 
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Ra(T)= „lim „ro x+ de, (5.4.5) 


Cele două funcţii dau o anumită informaţie asupra valorii semnalului la 
momentul (t + 7), dacă este cunoscută valoarea la momentul t. 


Datorită faptului că procesul este staționar şi deci nu are influență originea 
timpului se pot folosi perechile de transformate Fourier: 


zi exp- iœt )dt;x(t) - Îxto o)expliordo 


—oo 


= În (+ exp iolt + t)r: (5.4.6) 


x(t +1)= Îxto) (o)expliolr + 0)Ho 


pentru a defini următoarele mărimi: 


> densitatea spectrală de autocorelaţie: 
* 1 
S (@)= lim T x(x (0)=lim blo) (5.4.7) 
unde X (0) este conjugata complexă a funcţiei X(0), 


> funcţia de autocorelaţie: R j- [sto o)explior)do (5.4.8) 


care este dependentă de densitatea spectrală $,(0). 


Densitatea spectrală de autocorelaţie împreună cu funcția de autocorelaţie 
formează o pereche de transformate Fourier : 


+0 
S (o)= pS [Ro (0explcior)de (5.4.9) 
2T 
Dacă funcțiile de autocorelație şi densitatea spectrală sunt pare: 
Ra (0)= Ra Su(0)=Sul-0) (5.4.10) 
atunci există relațiile: R „(t)= 2fs «x (@)expliot do (5.4.11) 
0 


S (@)= "În, (7)expl- iœt (5.4.12) 
0 


Capitolul V — 5.4. Estimările proceselor aleatorii 304 


Pentru T = 0 se obține rezultatul: 
R(0)=2]S(o)o= (5.4.13) 
0 
deci media pătratică reprezintă aria cuprinsă sub graficul funcției densității 


spectrale Sx (fig. 5.4.1). R 


Sxx(0) 


| LHH > 


Fig. 5.4.1 


O metodă practică pentru estimarea densității spectrale constă în folosirea 
transformatei Fourier pe o lungime finită. Se consideră realizarea x(t) a unui proces 
aleator pentru care transformata Fourier pe o lungime finită este: 


1 T2 r 
Xro)= > [exod (5.4.14) 
T/2 


Ținând seama de (5.4.7), estimarea densităţii spectrale se obține sub forma 


Sute) ro (5.4.15) 


cunoscută şi sub denumirea de transformare Fourier finită (rapidă). 


Relaţiile (5.4.13), (5.4.14) şi (5.4.15) stau la baza metodei filtrării pentru 
determinarea experimentală a densităţii spectrale. 


Schema generală a procedeului este dată în figura 5.4.2. Astfel, dacă 
funcţia procesului aleator x(t) este trecută printr-o bandă filtru (o, o+Ao) se 
calculează media pătratică, rezultatul se împarte la A şi se obţine transformarea 
Fourier finită S. (0). Variind banda de filtrare, se poate obţine spectrul pentru 
întreg domeniul de frecvenţa care interesează. 


BANDA FILTRU 
Calculează media 


x(t) reține x(t) din împarte 


ătratică : 
banda (0, @ + AW) P prin AQ 


Fig. 5.4.2. 
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5.5. Procese de bandă îngustă şi de bandă largă 


Un proces a cărei densitate spectrală este distribuită în cea mai mare parte 
într-o bandă de frecvenţă îngustă (figura 5.5.1.a) este denumit proces de bandă 
îngustă. 


Un proces a cărei densitate spectrală este distribuită într-o bandă largă de 
frecvenţe (figura 5.5.1. b) procesul este denumit proces de bandă largă. 


S(0) 


Fig. 5.5.1 


Procesul de bandă largă având densitatea spectrală constantă So (figura 
5.5.1.b) este denumit zgomot - alb . Valoarea mediei pătratice a cestui proces este 
infinit, ceea ce face ca acest proces să reprezinte o idealizare, dar cu toate acestea 
el are unele aplicaţii practice utile. 


Funcţia de autocorelaţie a procesului de bandă largă, folosind (5.4.5) este 
+0 
R (1)= | Soepxlior)io= 2rSo(7), (5.5.1) 
unde (T) reprezintă funcția Dirac, având următoarele proprietăți: 


+00 
sof. daca t+0. [aoa =1; 


œ daca t=0° 


, 0 daca 1<0 E 
Í Slt) = 5 daca t=0; foce — dr = (7); (5.5.2) 
wa 1 daca t>0 7” 


[ăe)ar= H(t) 
0 


unde H (t) este funcția de tip treaptă (Heaviside). 
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Verificarea relației (5.5.1) se obţine cu uşurinţă, folosind transformata 
inversă şi proprietăţile (5.5.2). Într-adevăr, aplicând (5.4.9) se obţine: 


sulo)=L [R (epiw S, [ăl)apCiorhe= 5 (5.53) 


—c0 —oo 


După determinarea densităţii spectrale a procesului X este necesar să se 


determine densităţile spectrale ale vitezelor X şi acceleraţiilor X . Se consideră 
funcţia de autocorelaţie: 


+00 


Ri (0)= [xele + char (5.5.4) 


—oo 


care se derivează în raport cu T: 


= dt= [otite de (5.5.5) 


—oo 


dR (1) i pat + i dlt+r) T 


Pentru un proces staționar, relația (5.5.5) se poate scrie sub forma: 


aau fxe- oia (5.5.6) 


Derivând încă o dată în raport cu T se obține : 


d Rat) = ae — (rar = —R; (7) (5.5.7) 


—o0 


Considerând relația funcției de autocorelație (5.4.5) 
+0 
Ra (0)= [S(o)eplioc)de (5.5.8) 


şi derivând de două ori în raport cu T se obține: 


2 +o 
aka is 0__ [os (o)expliot da= -R (7) (5.5.9) 
z 


—o0 


Introducând funcția densității spectrale a vitezelor $,; (0), se poate scrie 
analog: 


Ra (0)= [Su oaphiordo 3310 


—oo 
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Identificând (5.5.10) cu (5.5.9) se obţine densitatea spectrală a vitezei: 
S(0)=os.(0) (5.5.11) 

În mod similar se obține densitatea spectrală a accelerației: 
Su(0)=o05(0)= Sa 0) (5.5.12) 

Funcția de intercorelație între deplasarea x şi viteza X este totdeauna 


zero. Într-adevăr considerând funcția de intercorelație 


Ru (0)= [Ss(o)eplioc)de (5.5.13) 
şi derivând această funcţie în raport cu T se obţine: 


sd [Ra (=: jos: (o)explior)io= 0 (5.5.14) 
dh ES 


întrucât integrantul este o funcție impară, valoarea integralei de la -æ la 0 este 
egală şi de semn contrar cu valoarea integralei de la 0 la œ. 


> Pentru un proces aleator ergodic de badă largă (cu media zero), ținând seama 
de (5.5.11) şi (5.5.12), se obțin expresiile: 


+00 
Dy =o% = Sx (odo 


+00 
Dy = [Sx (odo (5.5.15) 


—o0 


+0 
Di => [os (odo 


> Pentru un proces în bandă îngustă (figura 5.5.2 a), aplicând (5.5.15) rezultă 
D x = 25940; 


Di = 2590840; (5.5.16) 


Di = 2500640 
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Folosind (5.4.5) se determină funcția de autocorelaţie: 


+00 +00 
R (1)= fS (o)exp(ior do = [S (o)cos otda = 


—o0 —oo 


o È i Să (5.5.17) 
= 59 |cosordo + So [cos otda = 259 —sin OT 
-07 ON G o 
Rezultă: 
1. 
R(T) = S —sin(Aor)cos(AowT) (5.5.17) 
T 


al cărei grafic este prezentat în fig. 5.5.2.b. Pentru T = 0 se obține R,(0) = S40 = 
max, care pentru un proces staționar cu media nulă, reprezintă chiar dispersia. 


S(0) 
Qxx(T) 
SoA 
So AO = 0-0, 
-0% -0 oo O A 
-9 -0 
i b. 
Fig.5.5.2 
Din relațiile (5.5.16) se determină pulsaţia caracteristică 
09 = Dy / Dw (5.5.18) 
Dacă momentele de ordinul n ale spectrului sunt definite de relația: 
+00 
M, = [Sx (0)o"do (5.5.19) 


—oo0 


atunci pulsația caracteristică se exprimă prin: 


05 = M,/Mo (5.5.20) 
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5.6. Răspunsul dinamic la forţe de excitație 
nearmonice 

5.6.1. Răspunsul dinamic la forţe de excitație aleatoare în cazul 
sistemelor cu un grad de libertate 


Se consideră ecuaţia generală a sistemelor cu un grad de libertate: 
mii + cu + ku = f(t) (5.6.1) 


şi se notează cu $;(c0) densitatea spectrală a răspunsului dinamic. 


În conformitate cu tit funcţia de autocorelaţie a răspunsului u(t) este: 
7/2 


Ru, (0)= „lim — z Je (tult + dr (5.6.2) 


T—eT_ 


Folosind răspunsul dinamic sub forma: u(t)= E. fit-1) n(0dr, 


se obțin relațiile: 


= [re-i Ml hi, (5.6.3) 


u(t + 1)= Tres- T, M(t, dt> (5.6.4) 


—oo 


care, introduse în (5.6.2), conduc la it 


+00 +00 


Rau (0)= | fa Al drar, lim = Sin )f(t+t-1,)dt (5.6.5) 


unde funcțiile A(T), h(7) reprezintă răspunsul sistemului la un impuls unitar 
aplicat la momentele T; respectiv 7. 
Ținând seama că termenul din parantezele mari al relației (5.6.5) notată cu 


Rp (T+ Tı- Tə) este chiar funcția de autocorelaţie a forțelor aleatoare f(t), relația 
(5.6.2) devine: 


+00 +00 


Ru (©) = Í [nl h(t DR (t+ — 12 uda (5.6.6) 


—00 —00 


Densitatea spectrală a răspunsului S,„(0) se determină cu relația: 


+00 
Su (0) => [e Rul) 
a (5.6.7) 


+00 
=Í e'®™ h(t; dr - je Hanfa, ra = [ele ia p (rtt mo) 


—oco —oco 
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Folosind transformata Fourier: 
H(io)= | hlt de (5.6.8) 


sunt evidențiate relațiile: 


+00 +0 


H(o)= fehl, n.  H(o)= [eine d; 


H(o)i(o)= (o) (5.6.9) 
în care A ()este conjugata lui H (@). 
Pe baza relației (5.6.7) se obţine densitatea spectrală a excitației: 
S(o)= T g (t+ -tdr (5.6.10) 
Înlocuind (5.6.10) şi (5.6.9) în (5.6.7) rezultă relația: 
Su (0)= H(ofi(o p(o)=|Hrlo)'s(o) (5.6.11) 


care arată că densitatea spectrală a deplasării la pulsația œ este egală cu densitatea 
spectrală a forțelor aleatoare multiplicată cu pătratul modulului receptanţei 
complexe, denumit şi funcţie de transfer. 


Din (5.6.2) se obţine: R,,(0)=u u2(0), iar din (5.4.11): 


Ru,(0)= Tsu (oo. (5.6.117) 
Asamblate, n împreună cu (5.6.11), conduc la expresia: 
=f S„„ (0o = j (o) S z (odo (5.6.12) 
care reprezintă media pătratului răspunsului dinamic în deplasări. 
Din relația: 


1-% -i262 
H(io)= : n E £ 5.6.13) 


k-m@o? +ico k ay 2 
1-2 (x$) 
p’ 


rezultă pătratul modulului receptanței complexe sau funcția de transfer (fig.5.6.1): 
-1 


Ho =- i-n2) +e | ; sa (5.6.14) 
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 


Fig.5.6.1 


Dispersia variabilei aleatoare u(t), este: 


D(u)=07(u)=u?(0)-u?(0) (5.6.15) 
în care ult) reprezintă valoarea medie. Întrucât pentru procese ergodice valoarea 
medie este constantă, ținând seama de relația: 


uerge e sin pat (5.6.16) 
MPa 
se obține relația: 
T/2 17/2 
uļt)= lim fulat = = f h(z)dr- lim | /(e- Tit 
ia fra (5.6.17) 


-70 |nteyie= +70) 


care exprimă dependenţa dintre valoarea medie a răspunsului de excitație. 


La procese staţionare ergodice cu medie nulă, dispersia (5.6.15), devine: 
D(u)=s? = f KOMON (5.6.18) 


Cu ajutorul dispersiei şi a unei legi de repartiție, se poate calcula 
probabilitatea ca deplasarea să se găsească într-un anumit domeniu sau 
probabilitatea atingerii unei anumite valori maxime. Evident, în mod asemănător 
se determină dispersiile şi probabilitățile atingerii unei anumite valori maxime 
pentru eforturi, tensiuni, accelerații etc. 
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5.6.2. Răspunsul dinamic la forţe de excitație periodice 
nearmonice 


Forțele perturbatoare armonice este o clasă destul de limitată de excitații al 
sistemelor elastice cu sau fără amortizare. Cele mai multe excitaţii sunt 
nearmonice. Dintre acestea o clasă specială o constituie forțele perturbatoare 
periodice. Cea mai folosită metodă de rezolvare a acestui tip de probleme este 
metoda dezvoltării în serie Fourier. Ecuația diferenţială a vibraţiilor amortizate ale 
unui sistem cu un grad de libertate se scrie: 


mit că + kx =F(t) (5.6.19) 


care se mai scrie: 
x | 1 
ž+20ž+ p’x=—F(t) (5.6.20) 
m 
Orice funcție periodică f(t) se poate dezvolta în serie Fourier sub forma: 


ft)= o + Va, cos(kor)+ b, sin(kot); 


k=l 
2T 2T 
(Q) Q o 2 
unde : ag = | fdt; a > | f(t)cos(kot)dt; (5.6.21) 
2n 


A Q 
by, => | f(t)sin(kot)dt. 
T o 
Expresia (5.6.21) se mai poate scrie sub forma: 


Moeg La cos(kot - 0, X} 


b 
unde: co =a0: cy =4a} +b; 0, =arctan-k 


ak 


(5.6.22) 


În dezvoltarea Fourier (5.6.22) semnificația termenilor este următoarea: 


c ; p 
S - valoarea medie a funcției 


c, cos(kot — Q, ) - armonica de ordinul n a vibrațiilor 

CC Cao Case... - spectrul amplitudinilor 

P1 P2-03-Ọ4,-- - spectrul fazelor 

Dacă funcţia periodică f(t) este pară atunci seria (5.6.22) conține numai 


3 ; d S E 3 ! PAES 
componentele în cosinus: f(t )=2+} a, cos(nat) iar dacă funcția periodică 


n=l 
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f(t) este impară atunci seria (5.6.21) conţine numai componentele în sinus: 
a SE 
Ps + Van sin(not); 
n=l 


Deşi în general seriile Fourier sunt infinite, numărul armonicelor unei 
funcții periodice poate fi finit. Dacă într-un punct funcția f(t) este continuă, atunci 
seria Fourier converge către această valoare, iar dacă funcția f(t) nu este continuă, 
atunci seria Fourier converge către valoarea medie a funcție din punctul de 
discontinuitate. 


Exemplul 1 


Să se reprezinte cu ajutorul dezvoltării în serie Fourier funcția periodică 
impară (fig. 5.6.2) de perioadă 27, definită astfel: 


rw] 


1 pentru te (0,7) (5.6.23) 
—l pentrute (x, 27) j 


A 
y 


IN E II BR 
i 


Fig.5.6.2 


Coeficienţii seriei Fourier ag, ax şi bx sunt daţi de formulele (5.6.21): 


1 2n 1 T 21 
cron roas froa]-o 


1 2n 1 T 2n 

a =— | f(2)cosntdr= ! eta — [tra =0 (5.6.24) 

T T 
0 0 T 


21 T 21 Fay AN k 
by =} | f()sinktdt=} |sinktdt- [sinktdt aE 
Ty T| 9 e T k 


Deci dezvoltarea în serie Fourier a funcției (5.6.23) se scrie: 


4f sint sin3t sin5t 
sa-i a 


5.6.25 
1 3 5 ( ) 
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Exemplul 2 


Să se reprezinte cu ajutorul dezvoltării în serie Fourier funcția periodică 
pară de perioadă 27, definită astfel (fig. 5.6.3): 


ra=] 


t pentru te (0, T) (5.6.26) 


20 —t pentru te (x, 27) 


Fig. 5.6.3 


Coeficienții seriei Fourier ao, ax şi bx sunt: 


i: 1 T 2T T 
=— t)dt = —| |tdt+ 21 —t )dt |=— 
ao z l ai je a 


17 1|” 27 2 1-(-1) 
a, =— Í f(t)cosktdt=— Í tcosktdt + [(2n-t)cosktdt => (5.6.27) 
T 9 T 9 T k 


| 2% 1 T 21 
b; -trosne A snrre | an- tur |-o 
T T 
0 0 T 


Deci dezvoltarea în serie Fourier a funcției (5.6.26) se scrie: 


z T a i cos3t Și cos 5t ru] 


5.6.28 
2 m| 1 32 52 ( ) 


Exemplul 3 
Să se reprezinte cu ajutorul dezvoltării în serie Fourier funcția periodică de 


perioadă 27, definită astfel (fig. 5.6.4): 


t pentru te (0, 7) 
A t)= 5.6.29 
y IŒ | — 21 pentru te (x, 27) ( ) 


Fig.5.6.4 
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Coeficienţii seriei Fourier ag, ay şi by sunt: 
1 2 1 T 21 
ag =— | (de — fidt+ |(2—2mde = 0 
21 21 A z 


2n T 2T 
a, = t | At) cos kt dt = retea = 2nvomea = 0 (5.6.30) 
n 0 g 0 T 
27 T 2T 1 yk+l 
b, = 1 | /@)sinktdt z [e sin he de + |(2—2m) sin kr de a aa: 
Ti 0 n 0 T k 
Deci dezvoltarea în serie Fourier a funcției (5.6.29) se scrie: 
sint sin2t sin3t 
t)=2 = Te 
f) | 1 2 3 ) 
Exemplul 4 


(5.6.31) 


Să se reprezinte cu ajutorul dezvoltării în serie Fourier funcția periodică 
impară de perioadă 27, definită astfel (fig. 5.6.5): 


-t-n , te|-n-— 
Ay fa)=4t wela (5.6.32) 
2 2 
T 
-t+T , tel—, n 
Că 
> 
X 
Fig.5.6.5 
Coeficienții seriei Fourier ao, ax şi bx sunt: 
1 2n 127 
ap =— | /(oar=0; a, =— | f(t)cosktdt=0 
21 i T 5 
gn (5.6.33) 
2 20 2 T/2 2T 4” 
by == | f(t)sinkt dt == ftsinktdt+ [t+ n)sinktdt =— 2 
i T| 3 > T k 


Deci dezvoltarea în serie Fourier a funcției (5.6.32) se scrie: 


4f sint sin3t sin5t sinīt 
t)= — + — +... 5.6.34 
(i) 1 a o Z a. ) (5.6.34) 


Capitolul V - 5.7. Răspunsul dinamic al sistemelor mecanice la şocuri 316 


5.7. Răspunsul dinamic al sistemelor la şocuri 
mecanice 


5.7.1. Tipuri de şocuri mecanice 


Şocul mecanic este o formă de transmitere de energiei din exterior într-un 
timp foarte scurt. Această transmitere se realizează prin acțiunea unei forţe de 
excitație F(t) (numită forță percutantă) având o anumită variație (dreptunghiulară, 
triunghiulară, semisinusoidală, etc.) pe durată T foarte scurtă (fig. 5.7.1. a,b, c). 


F F F, 
Fo FO) Fo Fo 


F® F) 


a. b. c. 


Fig. 5.7.1 


Funcția F(t) indică forma de undă a şocului, iar transformata Fourier a 
acesteia reprezintă spectrul de pulsaţii: 


co 


T 
F(io)= | feo dt = JEO dt (5.7.1) 
co 0 
Ordonatele funcției |F (io) pentru diferite valori ale lui œ sunt denumite 


componente spectrale. 


Astfel pentru œ = 0 se obține componenta spectrală din origine: 
f 


F(io)= | F Oat, (5.7.2) 


Componenta spectrală din origine reprezintă impulsul forței F(t) sau 
cantitatea de mişcare transmisă sistemului din exterior în timpul şocului. 


Mişcarea unui sistem elastic, la acțiunea unui şoc având o formă de undă 
cunoscută se poate obține folosind integrala Duhamel atunci când se ţine seama de 
amortizări, sau folosind răspunsul dinamic rezidual atunci când amortizările se 
neglijează. 


Răspunsul dinamic al structurii pe durata şocului (0-7) este denumit 
răspuns inițial, iar mişcarea liberă pentru t >T este denumită răspuns rezidual. 
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Răspunsul dinamic la şocuri depinde de raportul dintre durata şocului T şi perioada 
T, a vibraţiilor libere. 


5.7.2. Răspunsul dinamic la un şoc dreptunghiular 


Se consideră un sistem elastic cu un singur grad de libertate, fără 
amortizare, sub acţiunea unui şoc dreptunghiular (fig. 5.7.1.a): 


F() =F, pentru re [0.7] (5.7.3) 
F(9 =0 pentru t>T. 
Se deosebesc două feluri de răspunsuri: 


> răspunsul dinamic iniţial al sistemului (pentru re [0;7]) este de relaţia: 
1 , Fo 
n=— |F sinp(t — t)dt=— (l- cos pt) (5.7.4) 
mp mp 


> răspunsul dinamic rezidual al sistemului (pentru t > T) este un răspund 
armonic dat de: n; = C; cos pt; + C, sin pt, (5.7.5) 


unde s-a notat t; =t- T 


Din condițiile inițiale: n(T )=n, (0) AT)=à 1 (0) se determină 
constantele C; şi C» şi se obţine răspunsul dinamic rezidual sub forma: 


N ENg [cos plt - T)- cos pt| (5.7.6) 
unde Ns reprezintă deplasarea statică dată de o forţă Fo: 
T _FH 
ng == T (5.7.7) 
mp 
a. Dacă durata şocului este jumătate din perioada proprie (7= z = 2i 
P 


oscilația este reprezentată în figura 5.7.2 cu linie continuă. Se observă că 
valoarea maximă este: 


Nmax =2 Tst (5.7.8) 
S : : T ESA A 
Deplasarea maximă se atinge deci pentru t=—=T adică în momentul în 


care încetează acțiunea forței exterioare. Intrucât sistemul s-a considerat fără 
amortizare, în vibrația liberă descrisă de ecuația (5.7.6) deplasarea maximă 
este aceeaşi. 
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b. Dacă durata şocului este un sfert din perioada proprie T = T, / 4 oscilația 


sistemului descrisă de relaţia (5.7.3) pentru re z] şi de relația (5.7.4) 
P 


T g EELA Din 
pentru £> 57 este reprezentată cu linie întreruptă în figura.5.7.2. 
P 


Fig. 5.7.2 


Deplasarea maximă: Nmax = 1,41Ns se atinge pentru: pt -2, adică după 


încetarea şocului în timpul vibrației libere. Deci deplasarea maximă depinde de 
raportul dinte durata șocului şi perioada proprie (7/7,) şi pentru aceeaşi energie 
introdusă în sistem efectul este cu atât mai puternic cu cât durata este mai mică. 


Dacă energia introdusă în sistem este aceeaşi pentru cele două situații 
considerate (Fo cu durata T şi F’ọ cu durata T’ ) atunci există egalitatea: 


i iT” (5.7.9) 
unde înlocuind T = 7,/2 şi T’ = T,/4 se obţine: Fo = 2Fo (5.7.10) 


În consecință, deplasarea maximă se produce atunci când durata şocului 
este mai mică şi rezultă Nmax = 2-1,41 Ns = 2,82 Ns , ceea ce justifică afirmaţia 
făcută anterior. 


Dacă se reprezintă raportul Nmax/ Nst în funcție de T /7, , se obține un 
grafic, denumit spectrul de răspuns la şoc. 


5.7.3. Răspunsul dinamic la şoc semisinusoidală 


Se consideră un sistem cu un grad de libertate, fără amortizări solicitat pe 
o durată T de o forță de formă semisinusoidală de amplitudine Fo (fig. 5.7.1.c): 
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F()> Fosinz, te (0,7) (5.7.11) 
> răspunsul dinamic inițial se obține din relația (5.7.4): 
1 F ? 
n =— | F(osin plt — Tir = 0. = 4 22 d sin pt — sin (5.7.12) 
mp y m n?-p°T?\ pT T 
> răspunsul dinamic rezidual se obține din relația (5.7.5): 
F, T 
n, == —— lin pt + sin plt -T)] (5.7.13) 
mp n — pT 
À , ! : ; Tp T 
a. Pentru o durată a șocului egală cu jumătate din perioada proprie: T =— =—, 
P 
după eliminarea nedeterminării în relația (5.7.12) răspunsul dinamic inițial se 
scrie: 
Fo c. 1 , 
q= 7 (sin pt — pt cos pt)= Ns (sin pt — pt cos pt), (5.7.14) 
2mp 2 


unde Ny = Fy/mp? = F} /k reprezintă deplasarea statică produsă de Fo. 


Răspunsul dinamic rezidual conform (5.7.13) devine: 


m, = Za, cos pt. (5.7.15) 


Răspunsul dinamic la şoc (curba 1) este reprezentat pe figura 5.10. 


Tp x 
b. Pentru o durată a șocului egală cu un sfert din perioada proprie: T = Ta Zo 
P 
răspunsul dinamic inițial devine: 
la , 
N = Myg (2sin pr — sin 2pt); (5.7.16) 
iar răspunsul dinamic rezidual: 
2 
n = Mu 3 (sin pt — cos pt). (5.7.17) 


Graficul răspunsului dinamic când durata șocului este 7 = 7, /4 (curba 2 
din fig.5.7.3) are maximul Nmax =0,943Ns în timpul răspunsului rezidual. Acest 
maxim este mai mic decât cel corespunzător duratei şocului 7 = 7, /2 (curba 1 din 
fig.5.7.3) întrucât unda la şoc având aceeaşi intensitate din primul caz introduce 
mai puțină energie în sistem. Întrucât impulsul total în primul caz este: 
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T T 2 
IM = | F° sin dt = FT (5.7.18) 
o T T 
pentru ca în al doilea caz să existe acelaşi impuls trebuie dublată forța maximă: 
F =2F, (5.7.19) 


Rezultă o deplasare Na = 2: 0,943Nns = 1,886, care este mai mare decât 
deplasarea nd 1,57 ns, corespunzătoare şocului având durata T, /2. 


Curba 1 


Fig. 5.7.3 


Observaţie 


Şocul sub formă de undă semisinusoidală, este mai defavorabil decât un 
şoc cu undă dreptunghiulară pentru acelaşi impuls total. 


Astfel, la un şoc dreptunghiular cu durata T =T, /2, deplasarea maximă 
este Nmax = 2q% iar la un şoc de undă sinusoidală de durată T = T, /2 pentru 
acelaşi impuls total avem: 

FT, 2 FT i 
2 T 2 


(5.7.20) 
şi se obține deplasarea maximă: 


Nmax > Îlse 3-1571=2467mţi (5.7.21) 
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5.8. Răspunsul dinamic al sistemelor la acţiuni 
seismice 


În general, acțiunea seismică asupra unei structuri mecanice se consideră 
sub forma unei mişcări perturbatorii asupra fundației acesteia, pe direcție 
orizontală (în orice sens) şi pe direcţie verticală. Răspunsul dinamic al unei 
structuri mecanice la acțiuni seismice depinde deci de caracteristicile mişcării 
perturbatoare, de conlucrarea dintre teren şi structură şi de caracteristicile fizice şi 
mecanice ale structurii. 


Stabilirea răspunsului dinamic al structurii constă în determinarea 
deplasărilor structurii, a vitezelor şi accelerațiilor diferitelor puncte, determinarea 
forțelor dinamice care se dezvoltă datorită acţiunii seismice, precum şi a eforturilor 
secționale şi a tensiunilor din componentele structurii. 


Calculul dinamic la acțiuni seismice are însă ca principal neajuns 
insuficienta cunoaştere a caracteristicilor undelor seismice pe amplasamentul 
structurii şi a modului de conlucrare dintre teren şi structură. De aceste 
caracteristici depinde exactitatea calculului dinamic la acţiuni seismice şi eficiența 
masurilor de protecție antiseismică. 


5.8.1. Unde seismice şi modalităţi de propagare 


În ipoteza că pământul este un mediu continuu omogen şi izotrop, ecuaţiile 
teoriei elasticității în spaţiu pentru o particulă în mişcare sunt: 


Re) 
Ox u X „lu 
E) E) 
(A+ G) — le, + GA] v [+a] Y |=4 5 » |, (5.8.1) 
dy dt 
ð w Z w 
[əz 
unde s-a notat cu: 
> constantele lui Lamé: À= NE ;G = E (5.8.2) 
(+ ph — 2) 2(+p) 
> E- modulul de elasticitate longitudinală; 
> G- modulul de elasticitate transversală; 
> u- coeficientul lui Poisson 
>  invariantul deformaţiilor specifice 
ðu ðv ðw 
> E€, =€, +E, +E, =—r—t— 5.8.3 
v X y Z ax dy Oz ( ) 
2 Ë F 
> A= + + — operatorul lui Laplace; (5.8.4) 


d? a? 022 
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> u,v, w - deplasările după cele trei direcții; 

> q -densitatea specifică; 

> XY,Z intensitățile forțelor masice. 


a. Unde longitudinale 


Dacă forțele masice se consideră constante sau nule, prin derivarea 
ecuaţiilor (5.8.1), în raport cu x, y şi z, şi prin adunarea lor, ținând seama de 
(5.8.3), (5.8.4) se obține ecuația: 


de, 
(A +2G)Ae£, =p (5.8.5) 
dt, 
Dacă se notează 
na pe Pe, 5.8.6) 
q l-24 q 
ecuația (5.8.5) devine: 
3e 
2 
vj A£, -— > =0 5.8.7 
A o? ȘI) 


şi reprezintă ecuația diferenţială care descrie propagarea undelor longitudinale, 
adică a acelor unde ce corespund cazului când au loc comprimări sau dilatări ale 
mediului în direcția de propagare. 
În cazul particular când u = u(x,t), v = 0, w = 0 şi în ipoteza mediului 
continuu infinit (care nu necesită condiţii la limită), ecuaţia (5.8.7), ia forma: 
> 9ulxt) ulxt) 
Yy EF 2 
dx dt 
şi reprezintă ecuația de propagare a undelor în sensul axei x . Această ecuație este 
identică cu ecuațiile vibrațiilor longitudinale ale barelor cu masă continuă. 
u= f(x- vit)+ g(x + vt) (5.8.9) 
Această expresie (oricare ar fi funcțiile f şi g) reprezintă o soluție a 


ecuației (5.8.7). Într-adevăr, derivând de două ori functiile f şi g în raport cu 
argumentul (x - vt) şi calculând: 


=0 (5.8.8) 


2 
y = f'(x- vt)+ 8" = vt) (5.8.10) 
du 2[ pr PI 
p~ e-vit) g+ vt) (5.8.11) 


se observă că ecuația diferențială (5.8.7) este satisfăcută. 
Se consideră acum numai funcția: 
ur =f (x- vt) (5.8.12) 
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care pentru t = 0 reprezintă o perturbaţie u; = f(x), de forma celei din fig. 5.8.1.a 
şi se notează fx ) = = h. În această situație, „pentru toate valorile x şi t pentru care: 
x - vt = x, se obţine u;=fíx-vt)= h. În consecință, perturbaţia u;o=fíx) se 
deplasează pe axa x cu o viteză vı (numită unda directă, fig.5.8.1.b). 


Mărimea v, (5.8.6), introdusă ca o notație, reprezintă de fapt viteza de 
propagare a undelor longitudinale. 


În cazul barelor ea este: v, = E (5.8.13) 
p 


u u 


fx )=h 


a) Fig.5.8.1 


Analizând funcția: u =g (x + vt) (5.8.14) 
în mod identic cum s-a procedat cu funcția (5.8.9), se ajunge la concluzia că ea 
reprezintă modulul de propagare al unei perturbații u29 = g (x) în sens invers axei 
x (unda indirectă). În caz real, aşa cum arată soluția (5.103), acțiunea seismică este 
constituită din suprapunerea mai multor perturbații de intensităţi diferite, care se 
propagă în direcții şi cu viteze diferite. 

Se consideră o undă elastică sinusoidală: 


PEE (oi E Sune (5.8.15) 
L L L 


Pentru x constant se obține perioada mişcării: T = L/v,, din care rezultă 
că: L= viT reprezintă lungimea de undă, adică distanța parcursă într-o perioadă. 
Deformata specifică liniară este: 
EU sA a (5.8.16) 
ox L L 
care conduce la tensiuni normale maxime, în sensul de propagare, egale cu: 


4:28 pA pom 


max 
L 


(5.8.17) 


unde: 7 =2x/0 reprezintă perioada; 
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nas = AG) - acceleraţia undei seismice 

vı -viteza de propagare. 

Analiza formulei (5.8.15) precizează că tensiunile normale în sens 
orizontal ce se dezvoltă pe fețele fundațiilor structurilor sunt proporționale cu 
viteza de propagare. Cum vitezele de propagare în terenuri slabe sunt de 2 - 3 ori 
mai mici decât în terenuri tari, rezultă că solicitările fundațiilor structurilor în 
terenuri moi sunt de câteva ori mai mari decât în cazul terenurilor tari. 

Datorită deplasărilor fundațiilor se produc fenomene de interacţiune între 
un teren-fundaţie, structură, precum şi vibrații, deosebit de complexe, ale 
structurilor. Răspunsul dinamic al acestora, depinde de caracteristicile undelor 
seismice, interacțiunea dintre teren şi structură şi de caracteristicile dinamice ale 
structurilor. 


b. Unde transversale sau de forfecare 


Când £,=0, ecuația (5.8.1) descrie vibraţiile transversale sau 


echivolumetrice. Pentru cazul particular €, =0, X=Y=Z=0, u=v=0 şi w= 
w(xt), ecuația matriceală (5.8.1) devine: 


G 9w(xt ) _ d w(xt) 


T aa a (5.8.18) 
2 2 

sau: pe-o (5.8.19) 
IX 


şi descrie vibraţiile după axa z când unda se propagă în direcția x. 


Analizând ecuația (5.8.19) în comparaţie cu (5.8.8) şi soluţia (5.8.9), 
rezultă că mărimea v, reprezintă viteza de propagare a undelor transversale: 


v, = (5.8.20) 
P 
Comparând valoarea (5.8.13) cu (5.8.20), se observă că viteza undelor 
longitudinale este mai mare decât cea a undelor transversale. Pentru u = 0,25 se 
obține: 


v = V3v,. (5.8.21) 


Se poate sublinia faptul că acțiunea seismică asupra structurilor depinde 
atât de caracteristicile şocului seismic (energie degajată, durată, perioadă 
dominantă, etc.), de transmisibilitatea undelor seismice şi interferențele dintre ele, 
cât şi de interacțiunea dintre teren - structură şi caracteristicile dinamice ale 
structurii. 
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5.8.2. Răspunsul dinamic la acţiuni seismice 


Răspunsul seismic al unei structuri este precizat prin funcțiile care descriu 
deplasările, vitezele şi acceleraţiile diferitelor puncte ale structurii sub acțiunea 
mișcării seismice. Întrucât acest răspuns nu poate fi exprimat analitic în domeniul 
timpului datorită necunoaşterii caracteristicilor acţiunii seismice, în practica 
inginerească se folosesc spectrele seismice de răspuns, care reprezintă valorile 
maxime ale răspunsului (exprimate în deplasări, viteze sau acceleraţii) sau valorile 
spectrale. 


nı 
d S 
B m 
l 
aA 
Fig. 5.8.2 a) — p 
uo(t) 


Se consideră modelul dinamic al unei structuri cu un grad de libertate 
(fig.5.8.2.a) caracterizat prin masa m, constanta elastică k şi constanta de 
amortizare b. Baza structurii A este supusă unei mişcări aleatoare uo(t), specifică 
unei acțiuni seismice orizontale. 


Se notează cu u, = m, deplasarea absolută, astfel încât: 
Ualt) = uo(t) +u(t) (5.8.22) 
Izolând masa m şi scriind echilibrul forțelor (fig.5.12.b), pe baza 
principiului lui d’Alembert rezultă: 


F’ =—mii,; F° =bù; F° =ku (5.8.23) 
cu care se obține ecuația de mişcare: 
mii + bü + ku = —miig (5.8.24) 
având soluţii este de forma: 
1 t 
u =-— [üg (t): e Pi sin p* (t-r) (5.8.25) 
Po 


unde: p reprezintă pulsaţia proprie fără amortizare; 


*=Al-v? - pulsaţia proprie cu amortizare; 
P pulsațıa prop 


t- variabila în intervalul de timp 0 - t. 
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sau de forma: u=- Ssin(p*t-a) (5.8.25) 
P 
t 
unde: S=V44? +B? ; A= fiio (tjet cos p* tdr; 
0 
t 
B= [üg (t)? sin p* tdr; (5.8.26) 
0 


t 
Întrucât derivata unei funcţii de forma F(t)= Í f (t,t)dī este: 
0 


= JEt flit) (5.8.27) 


derivarea funcției (5.8.25) conduce la: 
i =-—Scos(p*t-ß) 
ü, =ü + iü = p* Ssin(p*t- y) (5.8.28) 
care reprezintă viteza şi accelerația absolută a corpului. 


Argumentele œ, P, ysunt unghiuri de fază care depind de mărimile A şi B, 
definite de (5.8.26). 


Mărimile definite mai sus (u(t), u(t), i(t) ) sunt fundamentale în studiul 


dinamicii vibraţiilor structurilor, întrucât eforturile din structură sunt proporționale 
cu deplasarea relativă u(t), energia vibraţiilor este în funcție de viteza ú(t) iar 


acceleraţia absolută ü,(t) reprezintă mărimea ce se măsoară experimental cu 
ajutorul accelerometrelor. 
. Wine . . . DA * Er 
Folosind mărimile menţionate şi admițând p =p se determină : 
> energia potenţială: 


E, stime ENa sin? (pt — a), (5.8.29) 
2 2 2 
> energia cinetică: 
E, = mi? = 2 ms? cos? (pt -B) (5.8.30) 


> energia totală: 
E, =E, +E, = 2 ms + sin(a — B)sin(2pr—a—B) (5.8.31) 


Pentru amortizări moderate, factorul (œ - B) = 0 şi energia totală maximă 
se poate scrie sub forma: 


E, =(E.+E,) = ms? = mla? +8?) => m(Sv} (5.8.32) 


max 2 ax 
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Mărimea SV = max S, a cărei expresie se scrie: 


t 
SV =| fiig (ie? sin p* (e che (5.8.33) 
0 max 


se numeşte spectru de răspuns al vitezei sau spectru de viteză şi este o funcție de 
accelerația seismică, de perioada proprie de oscilație 7 şi de factorul de amortizare 
v. Mărimea SV se reprezintă grafic în funcție de perioada proprie şi de factorul de 
amortizare v. 


5.8.3. Răspunsul seismic Fourier şi răspunsul seismic 
spectral la acţiuni seismice 
Pentru a stabili soluţia ecuaţiei (5.8.24) se aplică metodologia răspunsului 
dinamic prin analiza Fourier. Transformata Fourier directă pentru accelerația 
seismică tig (t) se scrie: 
F(o)= fiol at (5.8.34) 


—o0 


iar transformata Fourier inversă: iio (t)= = fE lok ™ do (5.8.35) 
T 


—o0 


În mod similar, perechea de transformate Fourier directă şi inversă a 
răspunsului u(t) este: 


oo 


U(0)= fute at 


= (5.8.36) 
auli ior 
acri (ok'* do 


Introducând u(t) şi tig (t) în (5.8.24) şi notând cu H(0) funcţia de transfer 
(care depinde numai de caracteristicile sistemului): 
1 1 


H(o)=—: > (5.8.37) 
P -24 (x) 
P P 
se obține relația: U(0)=-H(o)F(0) (5.8.38) 
Pentru o accelerație de tip Dirac (impuls unitar): 
iip(0)= 5-7) => F(o)=1 (5.8.39) 


răspunsul u(t) la un impuls unitar se notează cu A(t) din (5.8.37) se obține: 


o0 


Mi=- [Hok do; Ho =- În Jdt (5.8.40) 


Capitolul V - 5.8. Răspunsul dinamic al sistemelor la acțiuni seismice 328 
ceea ce arată că funcția de transfer H(œ) şi răspunsul la un impuls unitar de 
acceleraţie A(t) formează o pereche de transformate Fourier. 
Dacă se cunoaşte accelerograma iig (t) se determină F(œ) conform (5.8.34) 
după care se calculează U(œ) cu (5.8.38) şi apoi răspunsul seismic cu (5.8.36). 
Pentru un impuls unitar de accelerație, aplicat în momentul 7 răspunsul 


dinamic, este: h(1—1)= = a afet) sin p* (t-71) (5.8.41) 
P 


Folosind principiul suprapunerii efectelor răspunsul dinamic total datorat 
accelerației tio (t) vafi: 


ue)= fä he-r- füle sin pe (ee 6342) 
(0) P (0) 


Se observă că (5.8.40) are aceeaşi formă cu cel dat de relația (5.8.25). 
În stabilirea limitelor integralei s-a ținut seama că: 

t20, iar pentru T> t, f(t-1) =0. (5.8.43) 
Dacă se neglijează amortizarea (p* = p) deplasarea (5.8.42) are forma: 


u(t)= al (7)sin plt - ir 
Po 


5 i (5.8.44) 
u(t)= -ton pt fio (t)cos prdr — cos pr|iio (7)sin mal 
p 0 0 
iar viteza: 
t 
últ)= -fiio (7)cos plt - 7dr 
i (5.8.45) 
últ)= Jon pt fiio (7)sin ptdī + cos pt fiio (7)cos ma 
0 0 
Energia totală a sistemului se scrie: 
(E, max = Bá + Imi , 
(5.8.46) 


0 


(E, Jna = (fe (7)cos rr] + "ja (7)sin pa] 


Dacă se cunoaşte accelerograma tio (7) în intervalul acţiunii seismice 
te [0; P ], atunci transformata Fourier directă este 


F(0)= [ii (ce dr (5.8.47) 
0 
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ts ts 
şi se poate scrie: F (œ) = fäi (t)cos todt — i fiio (7)sin tdt = [Foje (5.8.48) 
0 0 
Se notează cu SF spectrul Fourier al amplitudinilor accelerației seismice 


care este definit astfel: 


ts 2 ts e 


SF =|F(%)|=,|| iio(o)cosorar | +| Țiio(0)sinorde (5.8.49) 
0 0 


Din analiza relațiilor (5.8.46) şi (5.8.49) se obține 
(E, ua = (SE (5.8.50) 


care arată că energia totală a sistemului poate fi evaluată cu ajutorul spectrului 
Fourier al amplitudinilor acceleraţiilor terenului. 


Calculând din (5.8.45) viteza maximă lil se obține spectrul vitezelor 


max 


relative neamortizate: 


t 2 t 2 
Sh (0) =) Jiio(o)cosorar | +| füoli)sinotat| (5.8.51) 
0 0 
Comparând expresiile (5.8.49) şi (5.8.51) rezultă 
SV = SF pentru t= ty 
SVo > SF pentru 0<r<4. (5.8.52) 


Întrucât spectrul Fourier al amplitudinilor accelerației seismice SF 
defineşte conţinutul de frecvenţe (conţinutul spectral) al unei accelerograme 
înregistrate într-un amplasament, el furnizează informaţii privind componentele şi 
perioadele dominante ale mişcării seismice, ceea ce constituie o problemă 
fundamentală în analiza seismică. 

Spectrul vitezelor relative neamortizate SV, (sau spectrul pseudovitezelor) 
este util la determinarea intensității spectrale a unui cutremur de o anumită 
intensitate spectrală (IS) şi reprezintă o măsură globală a violenţei unui cutremur. 

Intensitatea spectrală se defineşte astfel: 

2,5s 
IS, = [svOr)ar (5.8.53) 
0,ls 

Limitele de integrare (0,1s ; 2,5s) constituie intervalul cal mai semnificativ 
al perioadelor proprii a structurilor. De regulă intensitate spectrală ZS, e defineşte 
pentru o amortizare v = 0,2 care corespunde unui nivel ridicat de solicitare şi se 
calculează cu ajutorul relaţiei: 

ISo2 = 0,44(159) - 0,012159) (5.8.54) 
unde JS, reprezintă spectrul vitezelor relative neamortizate: 
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ISo =SV9 (5.8.55) 
Pe baza accelerogramelor tig (t) se stabileşte funcția de autocorelație R;ọ 


şi funcția densității spectrale Sio care împreună formează o pereche de 
transformate Fourier . Funcția densității spectrale a răspunsului se scrie sub forma: 


Suu(0)=|H(o) S; (©) (5.8.56) 
în care |H (o) reprezintă modulul funcției de transfer . 


Media pătratului răspunsului dinamic se determină cu relația: 
u? ()= |S, (@o= [IHOP Sy (0o. (5.8.57) 


Ținând seama că valoarea medie a accelerației seismice este nulă, folosind 
(5.8.57) dispersia se scrie: 


D(u)=0°(u)= (5.8.58) 


1 F Si; (odo 
a 


P ay oY 
hS pe [na 
P 


Cu ajutorul dispersiei şi a unei legi de repartiție se determină 
probabilitatea ca deplasarea să se găsească într-un anumit domeniu sau 
probabilitatea atingerii unor anumite valori maxime. Astfel de probleme sunt 
fundamentale în analiza seismică pentru a stabili spectrele seismice. Pentru o 
predicție sigură este nevoie de accelerograme cu durate şi amplitudini cât mai 
semnificative pentru amplasamentul considerat. Principala dificultate în calculul 
seismic constă însă în evaluarea acestor spectre şi mai ales în predicția acestora 
pentru cutremurele viitoare. 
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CAPITOLUL 6 


MAŞINI VIBRATOARE MONOMASICE CU 
ACŢIONARE CINEMATICĂ 


Maşinile vibratoare monomasice cu acţionare cinematică se deosebesc prin 
aceea că antrenarea organului de lucru (a jgheabului vibrator) se face printr-un 
mecanism de tip bielă-manivelă antrenat de un motor electric având turaţia 
constantă. 


Din punct de vedere constructiv se deosebesc următoarele maşini 
vibratoare cu cuplaj nerigid sau rigid: 


> Legate cu elemente elastice liniare sau neliniare şi amortizoare (fig.6.1.1); 


> Cu legături pe suporţi rigizi articulaţi şi cu elemente amortizoare (fig.6.1.2); 


Fig.6.1.2 Maşina vibratoare cu elemente de sprijin articulate şi cuplaj nerigid 
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> Utilizarea cuplajelor rigide prezintă avantajul amplitudinii constante a 
vibratorului indiferent de turația motorului de antrenare şi dezavantajul unui 
moment de pornire foarte mare. Acest dezavantaj se elimină prin utilizarea 
cuplajelor elastice; în cazul utilizării cuplajelor elastice dezavantajul constă 
într-o amplitudine mică în afara zonei de rezonanţă şi o instabilitate a mişcării 
vibratorii în zona de rezonanță. 


> Utilizarea cuplajelor nerigide elastice liniare cu amortizare permite obținerea 
unor regimuri de funcționare optime din punct de vedere dinamic. Utilizarea 
cuplajelor nerigide elastice neliniare oferă posibilitatea obţinerii unor regimuri 
de funcţionare stabile în domeniul de rezonanță. 


Utilizarea unui model matematic unic pentru modelarea funcționării 
maşinilor vibratoare permite studiul în cazul general şi prin particularizări 
corespunzătoare cazurilor particulare de cuplaje folosite curent. Se prezintă 
modelul matematic general pentru cele două categorii de maşini cu suporţi elastici 
şi rigizi articulați şi apoi pentru fiecare cazurile particulare de cuplaje elastice, cu 
amortizoare şi rigide.S-a studiat pentru fiecare mărime caracteristica a dinamicii 
maşinilor vibratoare influenţa celor trei parametrii ai cuplajului asupra funcționării: 
1. coeficientul de amortizare al elementului amortizor (c) sau mărimea 

adimensională numită factor de amortizare (=n/ p (definit ca fracțiune din 


coeficientul de amortizare critic ce. corespunzător valorii 6 =1); 


2. factorul de cuplare elastică, mărime adimensională definită ca fracțiune a 
constantei elastice a cuplajului din valoarea constantei elastice totale: 
Au: 
ki +k, 
3. factorul de cuplare al amortizorului mărime adimensională definită ca 
fracțiune a constantei de amortizare a cuplajului din valoarea constantei de 
amortizare totale: v=—— . 
C+C 
Prin variația unuia din cei trei parametrii pentru fiecare tip de cuplaj 
folosit, cu păstrarea constantă a celorlalți, variabila fiind pulsația relativă n = o/ p 


s-au obținut unele rezultate care au permis unele concluzii pertinente bazate pe 
diagramele de variație obținute cu ajutorul relațiilor determinate şi programului 
MATHCAD. Modelele matematice prezentate mai jos permit stabilirea relațiilor de 
calcul a factorului de amplificare, defazajului, factorului de amplificare a 
accelerațiilor, factorului de transmisibilitate şi factorului dinamic. 

Prin simularea numerică a variației acestor mărimi dinamice la modificarea 
unuia din cei trei parametri se obțin diferite curbe de variație care permit unele 
concluzii asupra comportării dinamice a vibratoarelor monomasice cu acţionare 
cinematică. Cele mai interesante rezultate au fost obținute pentru factorul dinamic 
al cuplajului care admite un minim care se determină în funcție de valorile relative 
ale celor trei parametrii: amortizarea cuplajului, factorul de cuplare elastică u şi 
factorul de cuplare al amortizoarelor v. 
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6.1. Dinamica maşinilor vibratoare sprijinte pe 
elemente elastice liniare 


6.1.1 Modelul matematic pentru maşini vibratoare cu cuplaj 

nerigid 

Modelul matematic este prezentat în figura 6.1.3 fiind format dintr-un corp 
de masă m legat de bază prin intermediul unui arc de constantă k şi un amortizor 
hidraulic (forța de amortizare vâscoasă fiind proporţională cu viteza R =-—c7 ). 
Corpul de masă m este legat rigid de un piston având o lege de mişcare armonică: 
y =rcos@t. 


L 

r f ma, 
V=at $ 

Fig. 6.1.3 


c2(X—y) că 


Într-adevăr din figura 6.1.3 se poate scrie relația geometrică evidentă: 
y=rcosw + L(1— cos*) 


rsiny = LsinQ* O cost =NL—(Asiny)?; A=r/L (6.1.1) 


= y=rcosy +141- Osiny) Je rcosy pentru À<< 


Ecuația diferențială a mişcării se scrie: 

mă =-ġx-c(x-y)-kx-k,(x-y) 

mă +(c, +c, )*ž+(k +k, )x = r(k cos ot — c @sin ot ) (6.1.2) 
& mž+(c +c,)ž+(k +k, )x=Pcos(@t+0) 

unde s-a notat: 


P=r4k} +(coP i [ge = 22 
2 


Ecuația diferențială (6.1.2) se mai scrie: 
ž+2nž+ p2x = qcos(0t+0) (6.1.3) 
unde s-au folosit notaţiile: 
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[12 2 
aae, pante. g= ki + (620) (6.1.4) 
m 


m 
Soluţia staționară a ecuației diferențiale în complex ataşată ecuației (6.1.3) 


ž+2nż+ p°z=q[cos(@t+0)+icos(@t+0)| 


: (6.1.5) 
O  2+2ni+p?z = qe% 
este de forma: 
za Je'l 0r+%-0) 
g (6.1.6) 
Inlocuind în (6.1.5) se obține: 
- 0? + 2ino+ p? Fet) = geilori0) (6.1.7) 
Rezultă amplitudinea complexă: 
ie 
qe (6.1.8) 


a= 
z 07 + 2in0 + p?) 
Notând: N= 2 pulsația relativă, %6 = Z factorul de amortizare (6.1.8) 
P P 


şi împărțind cu p’ numărătorul şi numitorul expresiei (6.1.8) se obține: 
q cosọ+isinọ 


ă = (6.1.9) 
p? l-n? +26) 
Dacă se introduc coeficienții de cuplare: 
E e isi. aipeaaiica (6.1.10) 
ki +k, ci +C, 


tinând seama de relația (6.1.4) se obține: 


k2 + E 


şi amplitudinea reală a mişcării se scrie: 
2 2272 
ala pa en S (6.1.12) 
l-n?) ame 
Notând rgß= zi (6.1.13) 
l-m 


relația (6.1.9) se scrie: 
ip 
fe q e _ qcosB iog) 
d = - = e (6.1.14) 
p° l-n? )0+itgB) plm? 
iar soluția (6.1.6) se scrie: 


£ dies pi(or+6-B) (6.1.15) 
p l-n 
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Deci soluția ecuației diferențiale a mişcării se scrie: 
COS 
y= 1 i cos(0t+80-P) 
p U-n 
u? + 4v2m262 


l-n?) rame 
Din relaţiile (6.1.16), (6.1.2) şi (6.1.13) rezultă defazajul dintre răspuns şi 
2m6 aa (6.1.17) 


—arctg 
1-n? u 
Factorul de amplificare este definit ca raportul dintre amplitudinea 
vibrațiilor dispozitivului de antrenare şi cea corespunzătoare organului de lucru: 
2 2272 
PO NER (6.1.18) 
r Vin rame? 


(6.1.16) 


ox=r cos( ot —Q) 


excitație: p=ß-90 = arctg 


6.1.2 Factorul de amplificare al amplitudinii şi defazajul 


a. Influenţa factorului de amortizare ( 

Reprezentând variaţia factorul de amplificare cu pulsaţia relativă n pentru 
diferite valori ale factorului de amortizare ( = 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9 şi coeficienţi de 
cuplare u=0,5 şi v=0,5 se obţin diagramele din fig. 6.1.4. 


3 


0.25+4-0.25 -0.01 x? 


(10) 440.01 x 


0.25+4-0.25 -0.09 -x° 


(122) 440.092 


0.25+4-0.25 -0.25 x° 


1.5 


(122) 4.0252 


0.25+4-0.25 -0.49 x° 


( iai) ad 0.49 x? 


0.25+4-0.25 -0.81 x? 


ORTES 


X 


Fig. 6.1.4. Variația factorului de amplificare E cu pulsaţia relativă pentru diferite 
valori ale factorului de amortizare (u=0,5 şi v=0,5) 
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b. Influenţa factorului de cuplare u 


Reprezentând variaţia factorului de amplificare &, cu pulsaţia relativă m 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare u=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi u=1 şi v=0,5 
şi pentru două valori ale factorului de amortizare: ( = 0,2 respectiv (= 0,5 se obțin 


diagramele din figurile 6.1.5 şi 6.1.6. 


3 


0.01+4-0.25-0.04-x2 


25 
(12) a-o.0ae 


0.09+4-0.25-0.04-x2 


22 2 
30) +4.0.04-x 


— 


„25+4-0.25-0.04-x7 


0 
1.5 
(12) a-o.0ae 


„49+4-0.25.0.04x7 


2 2 
—x ] +4.0.04.x 


— 


1+4-0.25.0.04x2 


(1240.043 ii 


0 
1 2 3 4 
Fig. 6.1.5. Variația factorului de amplificare at cu pulsaţia relativă pentru 


diferite valori ale factorului de cuplare u (v=0,5 şi (=0,2) 
1.25 


0.01+4-0.25 -0.25 x? 
1.04 
(1-x) 440.25 x? 
09 
3 


+4 -0.25 -0.25 x° 


0. 
( 120) sa 0.25 x° 


25+4-0.25 0.25 x? 


0. 
( 120) sa 0.25 x° 


49+4-0.25 -0.25 x? 


0. 
( iat) aa 0.25.x2 


1+4-0.25 -0.25 x° 


7 0.21 
(i) za 0.25 x? 


0 

0 1 2 3 4 

Fig. 6.1.6. Variația factorului de amplificare a cu pulsaţia relativă pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare u (v=0,5 şi a =0,5) 
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c. Influenţa factorului de cuplare v 


Reprezentând variaţia factorului de amplificare &, cu pulsaţia relativă m 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi v=1 şi u=0,5 
şi pentru două valori ale factorului de amortizare: ( = 0,2 respectiv (= 0,5 se obțin 
diagramele din figurile 6.1.7 şi 6.1.8. 


1.5 


0.25+4-0.01 0.09 x° 


(132) 440.092 


0.25+4-0.16-0.09-x- 


2 1 
2) 2 
x ) +4-0.09-x 


25+4:0.25 -0.09 x" 
a A 
=y ) +4:0.09x 


pe 


= 

.25+4:0.49 -0.09 x“ 
2 045 
2) 2 zi 
=x ) +4-0.09-x 


i, 


0.25+4-1 0.09 x” 
0.25 


(1x44 0.093 


0 
0 1 2 3 4 
Fig. 6.1.7. Variația factorului de amplificare R cu pulsația relativă pentru 


diferite valori ale factorului de cuplare v (u=0,5 şi Ç = 0,2) 
1.2 


0.25+4-0.01 -0.25 x? 
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Fig. 6.1.8. Variația factorului de amplificare Éx cu pulsația relativă pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare v (u=0,5 şi G = 0,5) 
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d. Concluzii 


> Factorul de amplificare al deplasărilor prezintă o variaţie mai accentuată în 
jurul valorii de rezonanţă cu cât factorul de amortizare este mai mic şi cu cât 
factorul de cuplare u şi v este mai apropiat de 1 (valori care corespund lui k;=0 
respectiv c/=0) (fig. 6.1.4); 


> Cu cât factorul de cuplare u este mai mare, cu atât factorul de amplificare 


maxim este mai mare şi corespunde unei pulsații sensibil mai mică decât ņn=1 
(fig. 6.1.5-6.1.6); 


> Factorul de amplificare maxim scade odată cu creşterea factorului de 
amortizare ( şi corespunde unei pulsaţii mai mică decât n=1 cu cât factorul de 
cuplare u este mai mare (fig. 6.1.6); 


> Pentru o pulsaţie de regim ce corespunde în general unor valori n>3 curbele se 
apropie foarte mult astfel încât factorul de cuplare şi cel de amortizare au o 
influență mai mică asupra factorului de amplificare (fig. 6.1.5-6.1.6); 


> Cu cât factorul de cuplare v este mai mare, cu atât factorul de amplificare 
maxim este mai mare şi corespunde unei pulsaţii sensibil mai mică decât n=/1 , 
diferența față de cazul precedent constând în faptul că pentru valori mici ale lui 
n(apropiate de zero) toate curbele trec prin acelaşi punct ce corespunde unui 
factor de amplificare 5=0,5 (fig. 6.1.7-6.1.8); 


> Pentru o pulsaţie de regim ce corespunde în general unor valori n>3 curbele 
devin paralele şi sunt cu atât mai apropiate cu cât factorul de amortizare este 
mai mic (fig. fig. 6.1.7-6.1.8); 


Concluziile prezentate mai sus permit alegerea acelor valori ale 
parametrilor u, v şi G care să asigure valori ale factorului de amplificare cerute de 
procesul tehnologic pentru care a fost proiectată maşina vibratoare. 


Defazajul răspuns - excitație 


Defazajul dintre răspuns şi excitație dat de relaţia (6.117) se mai scrie: 


Bu: 
Ọ = arccos ef] — arccos -—=—— (6.L.17) 
J-ren? u? + (2vn%) 


În continuare s-a prezentat variația defazajului răspuns excitație funcție de 
pulsația relativă şi influența parametrilor de amortizare & şi a parametrilor de 
cuplare u şi v. 


a. Influența factorului de amortizare ģ 

Reprezentând variația defazajului cu pulsația relativă m pentru diferite 
valori ale factorului de amortizare ¢ = 0,1; 0,3; 0,5;0,7;0,9 şi coeficienți de 
cuplare u=0,5 şi v=0,5 se obțin diagramele din fig. 6.1.9. 
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Fig. 6.1.9. Variația defazajului cu pulsaţia relativă pentru diferite valori ale 


factorului de amortizare ( (4=0,5 şi v=0,5) 


b. Influenţa factorului de cuplare u 


Reprezentând variația defazajului dintre răspuns şi excitație cu pulsaţia 
relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare u=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi 
u=] şi v=0,5 şi pentru două valori ale factorului de amortizare: ( = 0,2 respectiv 
C =0,5 se obțin diagramele din figurile 6.1.10 şi 6.1.11 (în radiani). 
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Fig. 6.1.10. Variația defazajului cu pulsatia relativă pentru diferite valori ale 


factorului de cuplare u (v=0,5 şi (=0.2) 
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Fig. 6.1.11. Variația defazajului cu pulsatia relativă pentu diferite valori ale 


factorului de cuplare u (v=0,5 şi (=0.5) 


c. Influenţa factorului de cuplare v 

Reprezentând variaţia defazajului dintre răspuns şi excitație cu pulsaţia 
relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi 
v=] şi u=0,5 şi pentru două valori ale factorului de amortizare: ( = 0,2 respectiv 
C = 0,5 se obţin diagramele din figurile 6.1.12 şi 6.1.13 (în radiani). 
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Fig. 6.1.12. Variația defazajului cu pulsația relativă pentru diferite valori ale 
factorului de cuplare v (u=0,5 şi (=02) 
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Fig. 6.1.13. Variația defazajului cu pulsaţia relativă pentru diferite valori ale 
factorului de cuplare v (u=0,5 şi (=0,5) 


d. Concluzii 


Defazajul răspuns-excitaţie prezintă o variație mai pronunţată în jurul valorii 
de rezonanţă cu cât factorul de amortizare este mai mic; valoarea maximă a 
defazajului se obţine pentru valori mici ale factorului de amortizare imediat 
după rezonanţă (n=1), după care defazajul scade foarte puţin cu pulsaţia n. 
pentru o valoare a factorului de amortizare (70,5 defazajul creşte continuu 
spre o valoare stabilă mai mică de 7/2 fără a mai atinge un maxim (fig. 6.1.9); 


Pentru valori mici ale factorului de cuplare u se observă o scădere a defazajului 
de la zero la valori negative, urmată de o creştere accentuată în zona de 
rezonanță, atingerea unui maxim şi apoi o stabilizare pentru valori mari ale 
pulsaţiei n. Scăderea din prima zonă este cu atât mai accentuată cu cât factorul 
de amortizare ( este mai mare (fig. 6.1.10-6.1.11); 


Pentru valori mari ale factorului de cuplare v se observă o scădere a defazajului 
de la zero la valori negative, urmată de o creştere accentuată în zona de 
rezonanţă şi apoi o stabilizare pentru valori mari ale pulsației m. Scăderea din 
prima zonă este cu atât mai accentuată cu cât factorul de amortizare & este mai 
mare (fig. 6.1.10-6.1.11); 
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6.1.3. Factorul de amplificare al accelerațiilor 


Amplitudinea vitezelor se poate scrie în funcţie de factorul de amplificare 
cu ajutorul mărimii adimensionale &,: 


i =—0r€, sin( 0-9) = 6 sint 0-9) (6.1.19) 
p 


u? + 4v2m262 
2 272 
-nè ran 
Amplitudinea accelerațiilor se poate scrie în funcție de factorul de 
amplificare cu ajutorul mărimii adimensionale &,: 


(6.1.20) 


unde: 6; =n; =N 
1 


ï=- cos(ot-0) =; Z cos(ot-9) (6.1.21) 
P 


(6.1.22) 


unde: č; =n", =n? 


este factorul de amplificare al accelerațiilor sistemului care exprimă mărimea 
forțelor de inerție a vibratorului . 
a. Influența factorului de amortizare ( 


Reprezentând variația factorul de amplificare al accelerațiilor cu pulsația relativă 
n pentru diferite valori ale factorului de amortizare ( = 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9 şi 
coeficienți de cuplare u=0,5 şi v=0,5 se obțin diagramele din fig. 6.1.14. 
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Fig. 6.1.14. Variația factorului de amplificare al acceleraţiilor cu pulsaţia 

relativă pentru diferite valori ale factorului de amortizare (4=0,5 şi v=0,5) 
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b. Influenţa factorului de cuplare u 

Reprezentând variaţia factorului de amplificare al acceleraţiilor &; cu 
pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare u=0.1; 0,3; 0,5; 
0,7 şi 1 şi v=0,5 şi pentru doua valori ale factorului de amortizare (=02 
respectiv ( = 0,5 se obţin diagramele din figurile 6.1.15 şi 6.1.16 
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Fig. 6.1.15. Variația factorului de amplificare al acceleraţiilor pulsaţia relativă 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare u (v=0,5 şi €=0,2) 
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Fig. 6.1.16. Variația factorului de amplificare al accelerațiilor cu pulsația 
relativă pentru diferite valori ale factorului de cuplare u (v=0,5 şi (=0,5) 
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c. Influenţa factorului de cuplare v 
Reprezentând variaţia factorului de amplificare al acceleraţiilor &; cu 
pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 


0,7 şi 1 şi u=0,5 şi pentru doua valori ale factorului de amortizare (=02 
respectiv ( = 0,5 se obţin diagramele din figurile 6.1.17 şi 6.1.18. 
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Fig. 6.1.17. Variația factorului de amplificate al acceleraţiilor cu pulsaţia 
relativă pentru diferite valori ale factorului de cuplare v (u=0,5 şi (=0,2) 
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Fig. 6.1.18. Variația factorului de amplificare al accelerațiilor cu pulsația 
relativă pentru diferite valori ale factorului de cuplare v (u=0,5 şi ¢=0,5) 
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> 


d. Concluzii 


Factorul de amplificare al accelerațiilor şi implicit al forțelor de inerție la 
organul de lucru creşte continuu pentru valori ale factorului de amortizare ( > 
0,5 iar pentru valori (<0,5 se constată o creştere accentuată în domeniul de 
anterezonanță, urmată de o scădere şi apoi din nou o creştere cu atât mai 
moderată cu cât factorul de amortizare este mai mic (fig. 6.1.14); 


Cu cât factorul de cuplare u este mai mare, cu atât factorul de amplificare al 
acceleraţiilor maxim este mai mare şi corespunde unei pulsaţii sensibil mai 
mari decât m=/ . Factorul de amplificare al accelerațiilor nu mai prezintă un 
maxim la creşterea factorului de amortizare î indiferent de valorile factorului 
de cuplare u (fig. 6.1.15-6.1.16); 


Cu cât factorul de cuplare v este mai mic cu atât acceleraţiile scad mai 
pronunţat pentru valori ale pulsației relative m>1, aceasta rămâne practic 
constantă pentru valori mici ale acestui factor v şi prezintă un minim pentru 
valori v>0.2 . Cu cât factorul de amortizare este mai mare cu atât acceleraţia 
prezintă o creştere aproape continuă (fără maxime şi minime locale), cu atât 
mai pronunţată cu cât factorul de cuplare vâscoasă este mai mare (fig. 6.1.17- 
6.1.18); 


6.1.4. Factorul de amplificare al amplitudinii mişcării capetelor 
cuplajului 


Pentru a găsi regimul de funcționare optimal se determină forţa de 


antrenare ce acționează asupra organului de lucru prin intermediul cuplajului 
(transmisibilitatea cuplajului). Transmisibilitatea cuplajului are expresia: 


F=c(x-9)+kx(x-y)=c3w+kw (6.1.23) 


unde s-a notat deplasarea relativă a capetelor cu: w= x-— y (6.1.24) 


Ecuația diferențială a mişcării (6.1.1) se mai scrie: 


mš =-cx-c(x-y)-kx-k,(x-y) 


© 


d 


d 


m( 3-55) (eu +63 (53) Ra )(x-y)=-m cu -kıy 


P . 2 (6.1.25) 
mw+ (e +c) )w+(ki +k, )w=r(mo” — k; )cos œt +rcjœsin ot 
w+2nw+ p?°w=q* cos(œt + 0*) 
r 2 2 CO 
unde: q*=—y4 (mo -k )] +40); tg0* = — (6.1.26) 
m mo? — 


1 


S-a obținut aceeaşi formă ca a ecuației diferențiale (6.1.3) deci soluția 


* 
ecuației (6.1.26) se poate scrie: w= La cos(0t+8*-p) (6.1.27) 
n 


p"l- 
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Dacă se introduc coeficienţii de cuplare u şi v definiți la (6.1.10) şi 
mărimile adimensionale n şi se obţine: 


d rl(mo” -ki + (ciw 


2 
) = rm? -u )? +4(1-v) n? 


2 
p kı +k (6.1.28) 
2(1- vM% 2n6 
t Gr, t: => 
g Ta gp Ee 


Înlocuind în relația (6.127) se obține factorul de amplificare a amplitudinii 
mişcării relative a capetelor cuplajului &w: 


l-n? -u +4(l-v) nte? coslot +0*-ß) 
l-r tme 


w=r 


(6.1.29) 


-nè -uf taiv e 
(-m2) + 462 


o w=r&coslor+0*-B); E, =r | 


a. Influenţa factorului de amortizare ( 
Reprezentând variaţia factorului de amplificare a mişcării relative a 
capetelor cuplajului & „cu pulsaţia relativă m pentru valorile coeficienţilor de 


cuplare u=0.5 şi v=0,5 pentru cinci valori ale factorului de 
amortizare: £ = 0,1; 0,3; 0,5; 0,7 si 0,9 se obţin diagramele din fig. 6.1.19 
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Fig. 6.1.19. Variația factorului de amplificare E, cu pulsaţia relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de amortizare E pentru u=0,5 şi v=0,5 
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b. Influenţa factorului de cuplare u 


Reprezentând variaţia factorului 6, cu pulsaţia relativă m pentru diferite 


W 
valori ale factorului de cuplare u (u=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi 1) şi v=0,5 şi pentru doua 
valori ale factorului de amortizare: ( = 0,2 respectiv ( = 0,5 se obţin diagramele din 
figurile 6.1.20 şi 6.1.21 
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Fig. 6.1.20. Variația factorului de amplificare cu pulsaţia relativă m 
pentru diferite valori ale coeficientul de cuplare u (v=0,5 şi (=0,2) 
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Fig. 6.1.21. Variația factorului de amplificare cu pulsația relativă m 
pentru diferite valori ale coeficientul de cuplare u (v=0,5 şi =0,5) 
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c. Influenţa factorului de cuplare v 
Reprezentând variaţia factorului de amplificare a mişcării relative a 
capetelor cuplajului &, cu pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului 
de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi v=1 şi u=0,5 şi pentru doua valori ale factorului 
de amortizare: ( = 0,2 respectiv% =0,5 se obţin diagramele din figurile 6.1.22 şi 
6.1.23. 
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Fig. 6.1.22. Variația factorului de amplificare cu pulsaţia relativă n 


pentru diferite valori ale coeficientul de cuplare v (u=0,5 şi €=0,2) 
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Fig. 6.1.23. Variația factorului de amplificare cu pulsația relativă n 
pentru diferite valori ale coeficientul de cuplare v (u=0,5 şi Ẹ=0,5) 
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6.1.5. Factorul de transmisibilitate al cuplajului 


Forţa transmisă (6.1.23) se mai scrie: 


F =c>w+hkow=r& (ho cos( œt +0* -B )- oc» sin( or+0*-p))] (6.1.30) 
F= mrp2& „yu? + 4v?m26? cos(or +0*-B+a) 
sau: (6.1.31) 
ia ac, _ 2n% 
k> u 


Defazajul dintre forța transmisă şi excitație este: 


y= 0+0% -p= arctg 2716 + acrrg ME _ arorg 21E (6.1.32) 
u 


1-n? -u 1-n 
Notând cu Fş = mrp? = mr( kı +k, ) forța transmisă se mai scrie: 
F = Fs&pcoslor+8*-B+0) (6.1.33) 


unde &y este factorul de amplificare al forței transmise de cuplaj la organul de lucru 
sau factorul de transmisibilitate al cuplajului: 


E mau in? -uf av Pnt? e? ante?) 
" l-n tane 


a. Influenţa factorului de amortizare ( 


(6.1.33”) 


Reprezentând variaţia factorului de transmisibilitate al cuplajului &, cu 
pulsaţia relativă N pentru valorile coeficienţilor de cuplare u=0.5 şi v=0,5 pentru 
cinci valori ale factorului de amortizare: & = 0,1; 0,3; 0,5; 0,7 si 09 se obţin 


diagramele din fig. 6.1.24 35 
| (1-x-0.5 + 2 1-0.5) x -0.1 1? [0.12 0.5 0192] i 
l-e o x? 21 
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2 a F = 
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Fig. 6.1.24. Variația factorului de transmisibilitate cu pulsaţia relativă m 
pentru diferite valori ale factorului de amortizare î (u=0,5 şi v=0,5) 
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b. Influenţa factorului de cuplare u 


Reprezentând variaţia factorului de transmisibilitate cu pulsaţia relativă n 


pentru diferite valori ale factorului de cuplare u=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi 1 şi v=0,5 şi 
pentru doua valori ale factorului de amortizare: ( = 0,2 respectiv =0,5 se obţin 
diagramele din figurile 6.1.25 şi 6.1.26. 
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Fig. 6.1.25. Variația factorului de transmisibilitate cu pulsația relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare u (v=0,5 şi ¢=0,2) 
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Fig. 6.1.26. Variația factorului de transmisibilitate cu pulsația relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare u (v=0,5 şi ¢=0,5) 
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c. Influenţa factorului de cuplare v 

Reprezentând variaţia factorul de amplificare al forței transmise de cuplaj 
cu pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3; 
0,5; 0,7 şi 1 şi u=0,5 şi pentru doua valori ale factorului de amortizare: 6 = 0,2 
respectiv = 0,5 se obţin diagramele din figurile 6.1.27 şi 6.1.28. 
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Fig. 6.1.27. Variația factorului de transmisibilitate cu pulsaţia relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare v (u=0,5 şi (=0,2) 
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Fig. 6.1.28. Variația factorului de transmisibilitate cu pulsația relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare v (u=0,5 şi ¢=0,5) 
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d. Concluzii 


>  Transmisibilitatea prezintă o scădere în domeniul anterezonant, urmată de o 
creştere cu atât mai pronunțată cu cât factorul de amortizare ( este mai mare. 
Pentru valori mai mici ale factorului de amortizare, aceasta atinge un maxim 
în jurul valorii de rezonanță, după care transmisibilitatea scade obținându-se 
un al doilea minim în domeniul frecventelor postrezonante, creşterea fiind în 
acest caz mai puţin accentuată (fig. 6.1.24); 


> Factorul de cuplare elastică u are o influență diferită asupra transmisibilităţii în 
funcţie de valorile factorului de amortizare ( astfel: 


= pentru (=0,2 şi u > 0,5 se observă un maxim în zona de rezonanţă, urmat 
de un minim în zona postrezonantă şi apoi o creştere mai puţin accentuată; 
pentru u < 0,5 se observă un minim în zona de rezonanță, urmat de o 
creştere continuă , aproape liniară în zona postrezonantă (fig. 6.1.25); 

= pentru (=0,5 şi u > 0,5 se observă o creştere continuă mai accentuată în 
zona anterezonantă şi rezonantă şi mai puţin accentuată în zona 
postrezonantă; pentru u<0,5 se observă un palier în zona anterezonantă şi 
rezonantă, urmat de o creştere continuă accentuată, aproape liniară în zona 
postrezonantă (fig. 6.1.26) 

> Factorul de cuplare vâscoasă v are o influență diferită ca şi u în funcție de 
valorile factorului de amortizare ( astfel: 


= pentru (=0,2 şi v>0,5 se observă un minim în zona de anterezonanţă, urmat 
de un maxim în zona rezonantă şi apoi un minim mai puțin accentuat, 
urmat de o creştere accentuată; pentru u<0,5 se observă un minim în zona 
de anterezonanță, un maxim în zona de rezonanță, urmat de un al doilea 
minim şi apoi o creştere continuă aproape liniară în zona postrezonantă 
(fig. 6.1.27); 

= pentru (=0,5 şi u>0,5 se observă un minim în zona de anterezonanță, urmat 
de o creştere accentuată; pentru u<0,5 se observă o creştere în zona de 
anterezonanță, urmată de o creştere continuă aproape liniară în zona 
postrezonantă cu atât mai moderată cu cât valoarea lui v este mai mică 
(fig. 6.1.28) 


6.1.6. Factorul dinamic al cuplajului 


Pulsaţia optimă de antrenare a mecanismului din punct de vedere dinamic 
este aceea care minimizează factorul dinamic, sau raportul dintre amplitudinea 
forţei transmise prin cuplaj şi amplitudinea vibraţiilor obţinute la organul de lucru : 


5 rr -Es fh-n2-uf + 4262 (6.1.34) 
rox r 


În continuare s-a prezentat variația factorului dinamic funcție de pulsația 
relativă n şi influenţa parametrului de amortizare ( şi a parametrilor de cuplare u şi 
v. 
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a. Influenţa factorului de amortizare ( 


Reprezentând variația factorului dinamic al cuplajului © cu pulsaţia 
relativă N pentru valorile coeficienţilor de cuplare u=0.5 şi v=0,5 pentru cinci 


valori ale factorului de amortizare: 6 = 0,1; 0,3; 0,5; 0,7 si 0,9 se obţin diagramele 


din fig. 6.1.29 27 
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Fig. 6.1.29. Variația factorului dinamic al cuplajului cu pulsația relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de amortizare % (u=0,5 şi v=0,5) 


b. Influenţa factorului de cuplare u 


Reprezentând variația factorului dinamic al cuplajului cu pulsația relativă 
n pentru diferite valori ale factorului de cuplare u=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi u=1 şi 
v=0,5 şi pentru doua valori ale factorului de amortizare: ( = 0,2 şi (=0,5 se obțin 


fig. 6.1.30 şi 6.1.31 
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Fig. 6.1.30. Variația factorului dinamic al cuplajului cu pulsaţia relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare u (v=0,5 şi ¢=0,2) 
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Fig. 6.1.31. Variația factorului dinamic al cuplajului cu pulsația relativă m 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare u (v=0,5 şi (=0,5) 


c. Influența factorului de cuplare v 

Reprezentând variația factorului dinamic al cuplajului cu pulsația relativă 
n pentru diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi v=1 şi 
u=0,5 şi pentru doua valori ale factorului de amortizare: & = 0,2 şi (=0,5 se obțin 
ulagramele din fig. 6.1.32 şi fig. 6.1.33 
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Fig. 6.1.32. Variația factorului dinamic al cuplajului cu pulsatia relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare v (u=0,5 şi ¢=0,2) 
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Fig. 6.1.33. Variația factorului dinamic al cuplajului cu pulsatia relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare v (u=0,5 şi ¢=0,5) 


d. Concluzii 


> Factorul dinamic prezintă un minim în domeniul anterezonant cu atât mai 


accentuat cu cât factorul de amortizare ( este mai mic; pentru valori mai mari 
ale factorului de amortizare (, factorul de dinamic prezintă o creştere continuă 
astfel încât pentru valori de regim ale pulsaţiei relative curbele se apropie 
foarte mult (fig. 1); 


Factorul de cuplare elastică u are aceeaşi influenţă asupra factorului dinamic 
indiferent de valorile factorului de amortizare ( astfel pentru u < 1 se observă 
un minim în zona de rezonanţă, urmat de o creştere continuă , aproape liniară 
în zona postrezonantă; pentru u =1 creşterea este continuă (fig. 2 şi 3); 


Factorul de cuplare vâscoasă v are aceeaşi influență asupra factorului dinamic 
indiferent de valorile factorului de amortizare ( astfel pentru v < 1 se observă 
un minim în zona de rezonanţă, urmat de o creştere continuă , aproape liniară 
în zona postrezonantă; pentru v =1 creşterea este continuă; curbele sunt cu atât 
mai apropiate cu cât factorul de amortizare este mai mic(fig. 4 şi 5). 


Capitolul VI - 6.1. Dinamica maşinilor vibratoare legate cu elemente elastice 356 


6.1.7. Determinarea pulsaţiei optime 


Pulsaţia optimă este aceea pentru care factorul dinamic ia valori minime şi 
se obține prin anularea derivatei expresiei (6.1.34): 


do _ Fs -2nh-n? -u -21-7 8) 0 
i (= n2 -uf +4 -vng (6.1.35) 
> Map Sl 21 v 6? 


Se studiază influenţa factorului de amortizare ( şi a parametrilor de 
cuplare u şi v asupra pulsaţiei optime. De asemenea se vor determina limitele de 
variaţie ale factorilor de cuplare u şi v pentru anumite valori ale factorului de 
amortizare. 


a. Influenţa factorului de amortizare ( 


Reprezentând variația pulsaţiei relativă optimă Nop pentru valorile 


coeficienţilor de cuplare u=0.5 şi v=0,5 este prezentată în fig. 6.1.34 


1 


ya-0.5)-2x° (1-0.5)? 05 


0 0.25 0.5 0.75 1 


Fig. 6.1.34 Variația pulsaţiei optime N op CU amortizarea pentru u=0.5 şi v=0,5 


b. Influenţa factorului de cuplare u 

Reprezentând variația pulsaţiei optime dată de relația (6.1.35) pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare u=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi 0,9 şi v=0,5 în 
funcţie de factorul de amortizare ( se obţine diagrama din figura 6.1.35. 
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Fig. 6.1.35. Variația pulsației optime Nop cu amortizarea şi 


factorul de cuplare u pentru v=0.5 


c. Influenţa factorului de cuplare v 


Reprezentând variația pulsației optime dată de relația (6.1.35) pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi 0,9 şi u=0,5 în 
funcţie de factorul de amortizare G se obţine diagrama din figura 6.1.36. 
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Fig. 6.1.36 Variația pulsației optime Nop cu amortizarea şi factorul 


de cuplare v pentru u=0.5 
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Condiţia de existenţă a soluţiei (6.1.35) pentru pulsația optimă este: 
1-u-X{1-v) G? 20 u<1-2l-v) (6.1.36) 
Se reprezintă în spațiul coeficienţilor de cuplare funcţia u(v) pentru diferite 
valori ale factorului de amortizare ( , relația (6.1.36) reprezintă suprafața situată 
sub graficul funcției u= f(v)=1-2(1-v Ee reprezentată prin diagrama din 
figura 6.1.37. 
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Fig. 6.1.37. Domeniile de existență ale soluțiilor pentru pulsația optimă 


6.1.8. Factorul dinamic minim 


Factorul dinamic minim se obține pentru pulsația optimă (6.1.35): 


Nap =41-u-2(1-v)?6? care înlocuită în (6.1.34) conduce la: 


O min > f -n E uf + A z vřn e z 2( E vý "l-u (1 Ni vř sa (6.1.37) 
Se va studia în continuare influenţa factorului de amortizare ( şi a 
parametrilor de cuplare u şi v asupra variației factorului dinamic minim. 


a. Influenţa factorului de amortizare ( 


Reprezentând variația factorului dinamic minim pentru valorile 
coeficienţilor de cuplare u=0.5 şi v=0,5 pentru diferite valori ale factorului de 
amortizare se obţin diagramele din fig. 6.1.38 
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Fig. 6.1.38. Variația factorului dinamic minim cu amortizarea pentru u=0.5 şi v=0,5 


b. Influența factorului de cuplare u 


Reprezentând variația factorului dinamic minim al cuplajului în funcție de valorile 
factorului de cuplare u pentru v=0,5 şi pentru trei valori ale factorului de 
amortizare: § = 0,2, (=0,5 şi 6 =0,7 se obțin diagramele din fig. 6.1.39 
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Fig. 6.1.39. Variația factorului dinamic minim cu factorul de cuplare u şi trei 
valori ale factorului de amortizare pentru v=0.5 
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c. Influenţa factorului de cuplare u 


Reprezentând variația factorului dinamic minim al cuplajului în funcție de 
valorile factorului de cuplare v pentru u=0,5 şi pentru doua valori ale factorului de 
amortizare: î = 0,2, (=0,5 şi ( =0,7 se obţin diagramele din fig. 6.1.40 


0.9 


0.8 


0.7 


0.6 
CPE 
2-(1-0.5)-02 N1-u-(1-0.5)7022 
0.5 
2 2 
2(1-0.5):0.5 41- u-(1-0.5)%0.5 


— 04 
2{1-0.5)0.7 41- u-(1-0.5)°0.7* 


0.3 


0.1 


u 


Fig. 6.1.39. Variația factorului dinamic minim cu factorul de cuplare v şi trei 
valori ale factorului de amortizare pentru u=0.5 


d. Concluzii 


>  Pulsaţia optimă este situată în domeniul anterezonant şi este cu atât mai mică 
cu cât factorul de amortizare ( este mai mare (fig. 6.1.34); 

> Pentru o anumită valoare a factorului de amortizare ( pulsaţia optimă este cu 
atât mai mare cu cât factorul de cuplare elastică u este mai mare; pentru 
anumite valori ale factorului de amortizare G nu există soluţii pentru orice 
factor de cuplare u (fig. 6.1.35-6.1.36); 

> Din analiza diagramelor prezentate în figura 6.1.37 se poate trage concluzia că 
un factor dinamic optim nu se poate obţine pentru orice valori ale parametrilor 
de cuplare u şi v. Aceşti parametri trebuie să fie sub curba 

u= f(v)=1-2(l-—v Ba corespunzătoare factorului de amortizare (; 


> Factorul dinamic este cu atât mai mare cu cât factorul de amortizare ( este mai 
mare (fig.6.1.38); 

> Factorul dinamic ca funcţie de factorul de cuplare u admite un maxim pentru 
valori ale factorului de amortizare (>0,6 care corespunde unei valori u=0,3; 
pentru valori mai mici ale factorului de amortizare variaţia este continuă şi 
descrescătoare cu u (fig.6.1.39); 

> Factorul dinamic ca funcţie de factorul de cuplare v are o variaţie continuă şi 
descrescătoare (fig.6.1.40). 
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6.1.10. Cuplajul rigid 


Modelul matematic este prezentat în figura 6.1.41, fiind un caz particular al 
celui de la punctul 6.1.1 în care c, =0; k, >œ > u=], v=0 


Fig.6.1.41 y=rcosot 


Relaţiile (6.1.17), (6.1.18) (6.1.33) şi (6.1.34) devin: 


> factorul de amplificare: &, =1 (6.1.38) 
> factorul de transmisibilitate al cuplajului: &, =1 (6.1.39) 
TEE "ului: ç- EŠF 
> factorul dinamic al cuplajului: o = — = — co (6.1.40) 
ri 


6.1.11. Cuplajul elastic simplu 


Modelul matematic este prezentat în figura 6.1.42 fiind un caz particular al 
celui de la punctul 6.1.1 în care c, =0 => v=0 


Fig.6.1.42 y=rcos @t 


Relațiile (6.1.18), (6.1.33°) şi (6.1.34) devin: 
u 


Vi) ame 
[h-r ~u) + ame i? 
l-n? f + 4262 


>. factorul dinamic al cuplajului: 6 = (Fş /rhilt—m2 —uf +-4m202  (6.1.43) 


> factorul de amplificare: &, = 


(6.1.41) 


> factorul de transmisibilitate : & = 


(6.1.42) 
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a. Influenţa factorului de cuplare u asupra factorului de amplificare 


Reprezentând variaţia factorului de amplificare cu pulsația relativă m pentru 


diferite valori ale coeficientului de cuplare u=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi 1 şi pentru două 
valori ale factorului de amortizare: ( = 0,2 si (=0,5 se obțin diagramele din fig. 


6.1.43 şi 6.1.44. 


J| 2) ao x)? 0.5 
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362 
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Fig. 6.1.43. Variația factorului de amplificare cu pulsația relativă pentru diferite 
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Fig. 6.1.44. Variația factorului de amplificare cu pulsația relativă pentru diferite 


valori ale factorului de cuplare u şi (=0,5 
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b. Influenţa factorului de cuplare u asupra factorului de 

transmisibilitate 

Reprezentând variația factorului de transmisibilitate al cuplajului cu 
pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale coeficientului de cuplare u=0.1; 0,3; 
0,5; 0,7 şi 1 şi pentru două valori ale factorului de amortizare: î = 0,2 si (=0,5 se 
obţin diagramele din fig. 6.1.45 şi 6.1.46. 
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Fig. 6.1.45. Variația factorului de transmisibilitate cu pulsatia relativă pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare u şi (=0,2 
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Fig. 6.1.46. Variația factorului de transmisibilitate cu pulsația relativă pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare u şi (=0,5 
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c. Influenţa factorului de cuplare u asupra factorului dinamic 

Reprezentând variaţia factorului dinamic al cuplajului cu pulsaţia relativă 
n pentru diferite valori ale coeficientului de cuplare u=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi 1 şi 
pentru două valori ale factorului de amortizare: (=0,2 si (=0,5 se obțin 
diagramele din fig. 6.1.47 şi 6.1.48. 
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Fig. 6.1.47. Variația factorului dinamic cu pulsaţia relativă pentru diferite valori 
ale factorului de cuplare u şi (=0,2 
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Fig. 6.1.47. Variația factorului dinamic cu pulsaţia relativă pentru diferite valori 
ale factorului de cuplare u şi (=0,5 
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6.1.12. Cuplajul amortizor simplu 


Modelul matematic este prezentat în figura 6.1.49 fiind un caz particular al 
celui de la punctul 6.1.1 în care k, =0 => u=0 


Fig.6.1.49 Siebe 


Relaţiile (6.1.18), (6.1.33”) şi (6.1.34) devin: 


> factorul de amplificare: 


E, = mi (6.1.44) 
l-n F + me 


> factorul de transmisibilitate: 


ne) arme fne 


Ér = (6.1.45) 
l-n Y +a? 
> factorul dinamic al cuplajului: 
F 
o= Es l-n} +41- n?e (6.1.46) 
r 


a. Influența factorului de cuplare v asupra factorului de 
amplificare 
Reprezentând variația factorului de amplificare cu pulsația relativă n 


pentru diferite valori ale coeficientului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi 1 şi pentru 
două valori ale factorului de amortizare: & = 0,2 si =0,5 se obțin diagramele din 
fig. 6.1.50 şi 6.1.51. 
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Fig. 6.1.50. Variația factorului de amplificare cu pulsația relativă pentru diferite 
valori ale factorului de cuplare v şi (=0,2 
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Fig. 6.1.51. Variația factorului de amplificare cu pulsaţia relativă pentru diferite 
valori ale factorului de cuplare v şi (=0,5 
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b. Influenţa factorului de cuplare v asupra factorului de 
transmisibilitate 


Reprezentând variația factorului de transmisibilitate al cuplajului cu 
pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale coeficientului de cuplare v=0.1; 0,3; 


0,5; 0,7 şi 1 şi pentru două valori ale factorului de amortizare (=0,2 si (=0,5se 
obţin diagramele din fig. 6.1.52 şi 6.1.53. 
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Fig. 6.1.52. Variația factorului de transmisibilitate cu pulsația relativă pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare v şi (=0,2 
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Fig. 6.1.53. Variația factorului de transmisibilitate cu pulsaţia relativă pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare v şi (=0,5 
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c. Influenţa factorului de cuplare v asupra factorului dinamic 

Reprezentând variaţia factorului dinamic al cuplajului cu pulsaţia relativă 
n pentru diferite valori ale coeficientului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi] şi 
pentru două valori ale factorului de amortizare (=02 si (=0,5 se obţin 
diagramele din fig. 6.1.54 şi 6.1.55. 


1.5 


(ix +4 1-0.1 )°x? -0.04 


2 
Ji) +4 (1-0.3)°x? 0.04 09 


(1x) +44 1-0.5)° x? -0.04 


7 
fu) +4-(1-0.17)°x?.0.04 0.6 


(1x244 1—1)2x2.0.04 


0.3 


d 0.5 1 1.5 2 2.5 


0 
Fig. 6.1.54. Variația factorului dinamic cu pulsaţia relativă pentru diferite valori 
ale factorului de cuplare v şi (=0,2 
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Fig. 6.1.55. Variația factorului dinamic cu pulsaţiasxrelativă pentru diferite valori 
ale factorului de cuplare v şi (=0,5 
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6.2. Maşini vibratoare sprijinite pe suporti rigizi 
articulaţi 


Vibratoarele sprijinite pe suporţi rigizi articulaţi (fig.6.2.1) au modelul 
matematic prezentat în figura 6.2.1. Acesta este format dintr-un corp de masă m 
legat de bază prin intermediul unui amortizor hidraulic (forţa de amortizare 
vâscoasă fiind proporţională cu viteza R = —cy ). Corpul de masă m este legat prin 
intermediul unui arc şi a unui amortizor de un piston având o lege de mişcare 
armonică: y=rcosot. Acesta este un caz particular al celui de la punctul 6.2.1 


pentru care avem: k =0 > u=l 


6.2.1. Factorul de amplificare £, şi defazajul ọ 


> Factorul de amplificare de la dispozitivul de antrenare la organul de lucru 
condus (jgheabul vibrator) este: 


2272 
ES) pati acu dle (6.6.2.1) 
r Von) rame 
>  Defazajul dintre argumentul excitaţiei şi argumentul răspunsului: 
p= arctg A e — arctg2wn( (6.2.2) 
l-n 


a. Influența factorului de amortizare ( 


Reprezentând variația factorul de amplificare cu pulsația relativă m pentru 
diferite valori ale factorului de amortizare (= 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9 şi un factor de 
cuplare v=0,5 se obţin diagramele din fig. 6.2.2. 
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Fig.6.2.2. Variația factorul de amplificare cu pulsaţia relativă m pentru 
diferite valori ale factorului de amortizare ( 


b. Influenţa factorului de cuplare v 


Reprezentând variaţia factorul de amplificare cu pulsaţia relativă m pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi pentru doua valori 
ale factorului de amortizare: č = 0,2 respectiv =0,5 se obţin diagramele din 
figurile 6.2.3 şi 6.2.4. 
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Fig.6.2.3. Variația factorul de amplificare cu pulsația relativă ņ pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare v ( (=0,2) 
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Fig.6.2.4. Variația factorul de amplificare cu pulsația relativă n pentru 


6.2.2. Factorul de amplificare al acceleraţiilor &; 


a. Influența factorului de amortizare ( 


diferite valori ale factorului de cuplare v ( (=0,5) 


Reprezentând variaţia factorul de amplificare al acceleraţiilor Ë; cu 


pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului 


de amortizare 


E = 0,1; 0,3, 0,5; 0,7; 0,9 şi un coeficient de cuplare v=0,5 se obţin diagramele din 


fig. 6.2.5 5 
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Fig.6.2.5. Variația factorul de amplificare al accelerațiilor cu pulsația relativă 
m pentru diferite valori ale factorului de amortizare ģ 
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b. Influenţa factorului de cuplare v 


Reprezentând variaţia factorul de amplificare al acceleraţiilor Ë; cu 
pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 
0,7 şi pentru doua valori ale factorului de amortizare: ( = 0,2 respectiv ( = 0,5 se 
obțin diagramele din figurile 6.2.6 şi 6.2.7. 
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Fig.6.2.6. Variația factorul de amplificare al æccelerațiilor cu pulsația relativă 
m pentru diferite valori ale factorului de cuplare v ( (=0,2) 
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Fig.6.2.7. Variația factorul de amplificare al accelerațiilor cu pulsația relativă 
m pentru diferite valori ale factorului de cuplare v ((=0,5) 
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6.2.3. Factorul de amplificare a amplitudinii mişcării 
relative a capetelor cuplajului &, 


Factorul de amplificare a mişcării relative a capetelor cuplajului &,, 


(6.2.29”) se scrie pentru acest caz: 


4 2272 
TY sta USE (6.2.3) 
-n2) zane 


a. Influența factorului de amortizare ( 

Reprezentând variaţia factorul de amplificare a mişcării relative a capetelor 
cuplajului &,, cu pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de 
amortizare ( =0,1; 0,3; 0,5; 0,7;09 şi un coeficient de cuplare v=0,5 se obţin 
diagramele din figura 6.2.8 
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Fig.6.2.8. Variația factorul de amplificare cu pulsaţia relativă ņ pentru 
diferite valori ale factorului de amortizare ģ 


b. Influenţa factorului de cuplare v 
Reprezentând variația factorului de amplificare a mişcării relative a capetelor 
cuplajului &,, cu pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare 
v=0.1; 0,3; 0,5; 0,7 şi v=] şi pentru doua valori ale factorului de 
amortizare: ( = 0,2 respectiv ( = 0,5 se obţin diagramele din figurile 6.2.9 şi 6.2.10. 
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Fig.6.2.9. Variația factorul de amplificare al mişcării relative a capetelor cu 
pulsaţia relativă n pentru diferite valori ale factorului de cuplare v ( (=0,2) 
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Fig.6.2.10. Variația factorul de amplificare al mişcării relative a capetelor cu 
pulsația relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare v ((=0,5) 
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6.2.4. Factorul de transmisibilitate al cuplajului £ > 


Factorul de transmisibilitate al cuplajului &, (6.2.33”) se scrie pentru acest 
caz: 


4 L, 22r 2 2272 
Er =é [12 e 470262 = m +4(1 v) n G +a n G ) (6.2.4) 
l-n? +m? 
a. Influența factorului de amortizare 


Reprezentând variația factorului de transmisibilitate al cuplajului & p CU 
pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de amortizare 
E = 0,1; 0,3, 0,5; 0,7; 0,9 şi un coeficient de cuplare v=0,5 se obţin diagramele din 
fig. 6.2.11 6 


4 2 2 
2.(1-0.5).0.1 x] ÎL 1+(2-0.5 -0.1 x) ] 


(12) ao e 


4 2 
2.1-0.5) -0.3 x] | 


(i-x)+4.0.09 x 


4 2 
L x#+[2-(1-0.5) -0.5 x]° | 


2 
(1232) 44.025 x 
3 
2(1-0.5) 0.7 x]° | 
3 2 
(122) 440.49 x? || 
4 2 2 
2(1-0.5) 0.9 x]? | 1+(2.0.5.0.9 x)? | [| 


(2) 


0 1 2 3 4 5 


Fig.6.2.11. Variația factorul de transmisibilitate cu pulsaţia relativă m pentru 
diferite valori ale factorului de amortizare ( 


b. Influenţa factorului de cuplare v 


Reprezentând variaţia factorului de transmisibilitate al cuplajului &, cu 
pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3, 0,5; 
0,7 şi v=] şi pentru doua valori ale factorului de amortizare:(=0,2 
respectiv = 0,5 se obţin diagramele din figurile 6.2.12 şi 6.2.13. 


X 
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3 
4 2 2 
Lx^+[2-(1-0.1) -0.2 x] ÎL 1+(2 -0.1-0.2 x)7] 
2} 2 a 
( -x ) +4-0.04 x 
4 2 2 
| x+[2-(1-0.3)-0.2-x] ÎL 1+(2-0.3-0.2-x)] 
2}? 2 z 
( =x ) +4-0.04 x 
- = - || 
| x*+[2-(1-0.5)-0.2-x] ÎL 1+(2-0.5-0.2-x)”] 
P 2 ai 
( -x ) +4 -0.04 x 
4 2 2 pemn 
Lx^+[2-(1-0.7) 0.2 x] ÎL 1+(2 -0.7-0.2 x)7] 
> 2 i 
( -x ) +4-0.04 x 
| x20- 02x 1210.202] 
2 = 0.5 
(122) +4-0.04 x° 
0 
0 


Fig.6.2.12. Variația factorul de transmisibilitate cu pulsaţia relativă m pentru 


diferite valori ale factorului de cuplare v ( &=0,2) 


5 
4 2 2 
|L x®+[2 (1-0.1) -0.5 x]? J| 1+(2-0.1 -0.5 x)? ] 
E - 4.17 
(1-x?)44.0.25 x 
4 E 3 
| x“+{[2 (1-0.3) -0.5 x]? | 1+(2.0.3 -0.5 97] 
33 
2 2 
(x ) +4.0.25 x 
7 
2 (1-0.5) 0.5 x]? | 
2.5 
2 
(1-x)44.0.25 x? 
2 2 
2 (1-0.7) -0.5 x]? || 1+(2.0.7 -0.5 x)°] 
RO 1.67 
(1232) 4.025 x? 
2 2 
2 (1-1) -0.5 x]? || 1+(2-1 0.5 x) 
RT E 0.83 
(1-2) +4.0.25 x“ 
0 


x 


Fig.6.2.13. Variația factorul de transmisibilitate cu pulsația relativă ņ pentru 


diferite valori ale factorului de cuplare v ( (=0,2) 
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6.2.5. Factorul dinamic al cuplajului 


Raportul dintre amplitudinea forţei transmise prin cuplaj şi amplitudinea 
vibrațiilor obţinute la organul de lucru este factorul dinamic al cuplajului : 


F F 
o- PG. = ES ht + aie (6.2.5) 
rE- r 
a. Influența factorului de amortizare ( 
Reprezentând variaţia raportului dintre amplitudinea forței transmise prin 
cuplaj şi amplitudinea vibraţiilor cu pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale 
factorului de amortizare ( = 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9 şi un coeficient de cuplare v=0,5 


se obțin diagramele din fig. 6.2.14. 
10 


8.33 


[a 3 
x +[2-(1-0.1)-0.1x] 6.67 


4 3 
x +[2:(1-0.1)-0.3x] 


JA20. 0.x] 5 
Yx H2 1-0.1) :0.7x]7 


x *H[2 (1-0.1) 0.9x] 3:35 


1.67 


Fig.6.2.14. Variația factorul dinamic cu pulsația relativă m pentru diferite 
valori ale factorului de amortizare ( (v=0,5) 


b. Influenţa factorului de cuplare v 

Reprezentând variaţia raportului dintre amplitudinea forței transmise prin 
cuplaj şi amplitudinea vibraţiilor cu pulsația relativă m pentru diferite valori ale 
factorului de cuplare v=0. 1; 0,3; 0,5; 0,7 şi v=1 şi pentru doua valori ale factorului 
de amortizare: ( = 0,2 şi (=0,5 se obţin fig. 6.2.15 şi 6.2.16. 
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x*+[2(1-0.1)0.2x]° 4 


4 k 
x“+[2-(1-0.3):0.2x] 


x#+[2 (1-0.5) :0.2x]? 3 


4 E. 
x*+[2-(1-0.7) 0.2x] 


x#+[2 (1-1) -0.2x]? 


Fig.6.2.15. Variația factorul dinamic cu pulsația relativă m pentru diferite 
valori ale factorului de cuplare v ((=0,2) 


x*+[2(1-0.1):0.5x]" 


x*+[2 (1-0.3) 0.5x]" 


x*+[2 (1-0.5) 0.5x]? 


x*+[2 (1-0.7) 0.5x]" 


x*+[2 (1-1) 0.5x]" 


X 


Fig.6.2.16. Variația factorul dinamic cu pulsația relativă m pentru diferite 
valori ale factorului de cuplare v ((=0,5) 
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6.2.6. Defazajul 


a. Influența factorului de amortizare ( 

Reprezentând variaţia defazajului dintre excitație şi răspuns (6.2.1) cu 
pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de amortizare: 
= 0,1; 0,3, 0,5; 0,7; 0,9 şi un coeficient de cuplare v=0,5 se obţin diagramele din 
fig. 6.2.17. Defazajul se mai scrie: 


1 
Ọ = arccos 1 -arcos ——= (6.2.6) 


2 F 12.75 


=% 


L J 2 io | | Jirc20.50.1 ] 
= 2.36 


2 j z 
—x 


L J 203x] 4203030 J1 96 


= 3 m _ E ia E | 
-xX 
acog —acog 


3 = [205052 1.57 
| aos] LNr+(2050:53) ] | 


> i Pr 


-x 1.18 


L J A070] | Ji+(20.50.79° ] 


r 5 - : _0.79 


RE și 


L {Í 000] Ei +(20.50.9x) | 


0.39 


Fig.6.2.17. Variația defazajului cu pulsația relativă m pentru diferite valori ale 
factorului de amortizare ( (v=0,5) 


b. Influenţa factorului de cuplare v 

Reprezentând variaţia defazajului dintre excitație şi răspuns (6.2.1) cu 
pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale factorului de cuplare v=0.1; 0,3; 0,5; 
0,7 şi v=1 şi pentru valoarea ale factorului de amortizare (=0,5 se obţine fig. 
6.2.18. 


Capitolul 


VI - 6.2. 


2 
I-x 


Maşini vibratoare sprijinite pe suporţi rigizi articulați 380 


1 


acosi 


-acos| 


2P 2 
+(20.5.x) |] 


1 


| oa 0.5-x) |] 


—acos| 


1 


| 20305) J 


—acos| 


3.14 


1 


| Vi+20.5.0.5 x)? J 


—acos| 


20 2 
+(20.5x)° |] 


1-x° 


—acos| 


2 s 
+(20.5x) | 


| 20705) J 


[ 1 
EATER 
0 


1.18 


n 
w 
> 
u 


x 


Fig.6.2.18. Variația detazajului cu pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale 
factorului de cuplare v ( (=0,5) 


6.2.7. Concluzii 


După stabilirea relaţiilor de calcul a factorului de amplificare, defazajului, 
factorului de amplificare a accelerațiilor, factorului de transmisibilitate şi factorului 
dinamic şi prin simularea numerică a variaţiei acestor mărimi dinamice ale 
vibrațiilor prin modificarea unuia din cei trei categorii de parametrii: 


e factorul de amortizare definit cu ajutorul relaţiei (1.8”) 


e factorii de cuplare u şi v definiţi cu ajutorul relaţiei (1.10) 


se obțin diferite curbe de variaţie care permit concluzii asupra comportării 
dinamice a vibratoarelor monomasice cu acţionare cinematică sprijinite pe suporţi 
rigizi articulați, cu amortizare. 


Din analiza diagramelor obţinute se pot trage următoarele concluzii: 


1. Factorul de amplificare al deplasărilor organului de lucru prezintă o 
variație mai pronunțată în jurul valorii de rezonanţă cu cât factorul de 
amortizare este mai mic (fig. 6.2.2) şi o variaţie mai pronunţată cu cât 
factorul de cuplare v este mai apropiat de v=/ (fig. 6.2.3 + 6.2.4); 


2. Factorul de amplificare al acceleraţiilor sau al forţelor de inerție la 
organul de lucru creşte continuu pentru valori ale factorului de amortizare 
C > 0,5 iar pentru valori (< 0,5 se constată o creştere în domeniul de 
anterezonanță, urmată de o scădere şi apoi din nou o creştere cu atât mai 
moderată cu cât factorul de amortizare este mai mic; de aici rezultă că 
pentru a obţine forțe de inerție scăzute se recomandă valori scăzute ale 
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factorului de amortizare (fig. 6.2.5); pentru diferite valori ale factorului de 
cuplare v diagramele prezintă valori maxime foarte apropiate (fig. 6.2.6) 
pentru o amortizare redusă, şi o pantă din ce în ce mai mare cu cât acest 
factor este mai mare (fig. 6.2.7) pentru o amortizare mărită; 


3. Pentru diferite valori ale factorului de amortizare & şi ale factorului de 
cuplare u şi v factorul de amplificare al deplasării relative a capetelor 
cuplajului prezintă o valoare maximă în domeniul de rezonanţă, după care 
valoarea tinde către valoarea &, =1 (fig. 6.2.8+ 6.2.10); 


4. Factorul de transmisibilitate al cuplajului p are o variaţie între două 
limite strânse pentru valori mici ale factorului de amortizare, şi o variație 
crescătoare pentru valori ale factorului de amortizare & > 0,5 (fig.6.2.11); 
pentru diferite valori ale factorului de cuplare v se observă maxime foarte 
apropiate în zona de rezonanţă (fig.6.2.12) pentru o amortizare redusă şi 
valori crescătoare cu o pantă mai mare cu cât factorul v este mai mare 
(fig.6.2.13) pentru o amortizare mărită; 


5. Factorul dinamic al cuplajului © prezintă o creştere continuă cu o pantă 
din ce în ce mai mare atât pentru diferite grade de amortizare cât şi pentru 
diferite valori ale factorului de cuplare v (fig.6.2.14- 6.2.16); 


6. Defazajul creşte foarte mult în zona de anterezonanţă cu atât mai pronunțat 
cu cât factorul de amortizare este mai mic, după care în domeniul de 
postrezonanță defazajul scade foarte puţin faţă de valoarea maximă atinsă 
(fig. 6.2.17); defazajul scade sub zero în zona de anterezonanţă pentru 
valori ale factorului de cuplare v < 0,5 o cı=c, iar în domeniul de 
postrezonanță scade foarte puţin față de valoarea maximă atinsă (fig. 
6.2.17 + 6.2.18). 
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6.2.8. Cuplajul rigid 


Modelul matematic este prezentat în figura 6.2.19, fiind un caz particular al 
celui de la punctul 6.2.1 în care k, >œ, cp =0 >u=l, v=0 


——p 


Fig.6.2.19 Sursa 


Relaţiile (6.2.2), (6.2.4) şi (6.2.5) devin: 


> factorul de amplificare: & =1 (6.2.7) 

> factorul de transmisibilitate: 6, = 1 (6.2.8) 

> factorul dinamic: © = Ter — co (6.2.9) 
r X 


6.2.9. Cuplajul elastic simplu 


Modelul matematic este prezentat în figura 6.2.20, fiind un caz particular al 
celui de la punctul 6.2.1 în care c, =0 > v=0 


C1 


Fig.6.2.20 y=rcos @t 
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Relaţiile (6.2.2), (6.2.4) şi (6.2.5) devin: 
1 


(n) ame 


4 272 
> factorul de transmisibilitate: § = | h F, g] > (6.2.11) 
Ll=n“] +4m“6 


> factorul dinamic: o= Jh’ +476? | (6.2.12) 


> factorul de amplificare: £, = (6.2.10) 


a. Influența factorului de amortizare ( asupra factorului de 

amplificare 

Reprezentând variația factorului de amplificare cu pulsaţia relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de amortizare: ( = 0,1 ... 0,5 se obţin diagramele 
din fig. 6.2.21. 


417 
201x 


3.33 


2.5 


Lí 
E 
Lí 
Lí 


| osy dti 
2 2 
è) +20.5% ] 0.83 


C039 


2} 
x) + 
2° 
x) + 
2 
2 
x) + 
2 
x) + 
j 


0 1 2 3 4 5 


Fig.6.2.21. Variația factorul de amplificare cu pulsația relativă ņ pentru 
diferite valori ale factorului de amortizare %ģ 


b. Influenţa factorului de amortizare ( asupra transmisibilităţii 


Reprezentând variaţia factorului de transmisibilitate cu pulsaţia relativă n 
pentru diferite valori ale factorului de amortizare: ( = 0,1 ... 0,5 se obţin diagramele 
din fig. 6.2.22. 
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xx -0.01 


(0 +4001 x 


x1+4x -0.04 


(12) 44.0.04 x? 


x1+4x2.0.09 


(122) 44.009 x? 


x14+4x2.0.16 


(1232) 44.0.16 =? 


x444 -0.25 


2 3 
1-2) saa 2 


— 


Fig.6.2.22. Variația factorul de transmisibilitate cu pulsaţia relativă m pentru 
diferite valori ale factorului de amortizare ( 
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c. Influența factorului de amortizare ( asupra factorului dinamic 


Reprezentând variația factorului dinamic cu pulsația relativă m pentru 


diferite valori ale factorului de amortizare: ( = 0,1 ... 0,5 se obțin diagramele din 


fig. 6.2.23. 


5 


Ntax2.0.01 
Atrax?004 3 
yx*+4x? -0.09 
yxt+4x? 0.16 3 
y xt+4x? -0.25 


0 


0 


0.5 1 1.5 


x 


2 


2:5 


Fig.6.2.23. Variația factorul dinamic cu pulsaţia relativă m pentru diferite 


valori ale factorului de amortizare ( 
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6.2.10. Cuplajul amortizor simplu 


Modelul matematic este prezentat în figura 6.2.24 fiind un caz pentru care 
k, =k, =0 . În acest caz parametrii u, m si G nu mai au sens. 


L 
r 
Cı 
Fig.6.2.24 
y=r cos @t 
Ecuația diferențială a mişcării se scrie în acest caz: 
mš =-cġx-c,(x— y) 
E e (6.2.13) 
MĂ + (Cp +c, )* =-rc @œsin ot 
Dacă se folosesc notațiile: 
a+c C3 rc» 
2n = ; v= ; q= = 2rnv (6.2.14) 
m a+c m 
ecuația diferențială (6.2.13) se mai scrie: 
X+ 2nă = —qOsin Qt 
(6.2.15) 


o X+2nă = qocos( or —n/2) 


Soluţia staționară a ecuației diferenţiale (6.2.15) în complex este: 


Z+ 2nz = qoe” ®™ 2) (6.2.16) 

este de forma: z = ăeil 01/20) (6.2.17) 
Înlocuind în (6.2.16) se obţine: 

(- mon Dinei! 940/29) = goet O2) (6.2.18) 


Rezultă amplitudinea complexă: 


ie 
fi AS n a (6.2.19) 
(-@+2in) 
Amplitudinea reală este: 
a=|ā|= an (6.2.20) 


Vo? +4n? 
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Defazajul dintre argumentul excitaţiei şi argumentul răspunsului: 


Q= arctig 2 (6.2.21) 
O 
s (O n ; 
Notând cu: n=— G=— relația (6.2.21) se scrie: 
P P 


2n p _ 26 n 
P=arctg ——=—— & Ọ=arccos——=== (6.2.22) 
po n M? +46? 


Factorul de amplificare este definit astfel: 


t= a___ 2vn 2vÉ (6.2.23) 


r Ja? +4n? p Jn? +46? 


a. Influența factorului de amortizare ( asupra factorului de 
amplificare şi asupra defazajului 


Reprezentând variația factorului de amplificare şi a defazajului cu pulsația 
relativă n pentru diferite valori ale factorului de amortizare: ( = 0,1 ;0,3;0,5;0,7; 1 


se obțin diagramele din fig. 6.2.25 şi 6.2.26. 


0.5 


0.44 


2.0.5-0.1 


(E) 


x24+(20.1)2 0.38 


2-0.5-0.3 


A2(2.0.3)? 931 


0.19 


0.063 


X 


Fig. 6.2.25. Variația factorului de amplificare cu pulsația relativă m pentru 
diferite valori ale factorului de amortizare 
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Fig. 6.2.26. Variația detazajului cu pulsaţia relativă m pentru diferite valori ale 
factorului de amortizare 
b. Influenţa factorului de cuplare v asupra factorului de 
amplificare 
Reprezentând variaţia factorului de amplificare cu pulsaţia relativă n 


pentru diferite valori ale factorului de cuplare v şi pentru două valori ale factorului 
de amortizare Ç = 0.2 si ( = 0.5 se obțin diagramele din fig. 6.2.27 şi 6.2.28. 


1 


0.88 
20.1:0.2 
4x°+(20.2)° 0.75 


2.0.3-0.2 


0.13 


0 1 2 3 4 5 
Fig. 6.2.27. Variația factorului de amplificare cu pulsația relativă m pentru diferite 
valori ale factorului de cuplare v pentru (=0,2 
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Fig. 6.2.28. Variația factorului de amplificare cu pulsaţia relativă m pentru diferite 
valori ale factorului de cuplare v pentru (=0,5 
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